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Introduccion

A lo largo de la historia, el ser humano se ha cuestionado incesantemente la realidad en la
cual se desenvuelve; entre estas interrogantes se encuentra el saber de que estd compuesto to-
do lo que se observa. En la antigua Grecia el filosofo Demécrito, propuso que dado cualquier
objeto material, si se comienza a dividir este en pedazos cada vez mas pequenos, llegara un
momento en el cual no podremos seguir realizando este acto, a tales trozos indivisibles llamo
por atomo. Siglos después, pasando por los aportes de varios cientificos como John Dalton,
Joseph John Thomson o Ernest Rutherford junto a su equipo compuesto de Hans Geiger
y Ernest Marsden [25, 19], llegamos a comienzos del siglo 20, donde el Fisico Max Planck
realiza un revolucionario trabajo en la explicacién del fenémeno de la radiacion de cuerpos
negros; introduciendo la constante de Planck y la cuantizacién de la energia [18]. Mdas tar-
de Albert Einstein tomaria las hipotesis de Planck para trabajar en el efecto fotoeléctrico
del electrém, el cual le terminaria valiendo el Premio Nobel de Fisica en 1921. Es asi que
llega el Fisico danes Niels Bohr cambiando la concepcion de lo que se conoce como atomo
hasta ese momento, influenciado por Max Planck y Ernest Rutherford, propone un modelo
atémico en el cual los electrones tienen érbitas cuantificadas [3]. Luego bajo los aportes de
varios cientificos, llega Werner Heisenberg junto a Max Born y Pascual Jordan, los cuales
observando la naturaleza matematica no conmutativa de los objetos en la teoria cuéntica,
introduce la mecdnica cudntica matricial [5, 4], donde ahora los observables fisicos no vienen
representados por nimeros reales, si no mas bien por matrices, aunque posteriormente se ge-
neraliza aiin mas este trabajo, introduciendo operadores en espacios vectoriales de dimensién
arbitraria, y con caracteristicas matematicas peculiares como la completitud y la separabi-
lidad propias de la métrica generada por el producto interno. Por otro lado, los aportes de
Erwin Schrodinger; con la concepcion de la funcién de onda y su celebre ecuacién diferen-
cial, nos entregd informacién valiosa de la dinamica de estos sistemas cuanticos a través del
tiempo [22]. De manera paralela, en cuanto a las estructuras matemadticas involucradas en
la mecanica cuantica, se avanzo significativamente en el terreno del analisis funcional, per-
mitiendo el desarrollo de la teoria de espacios de Hilbert en dimension finita o infinita por
matematicos de renombre como David Hilbert, Erhard Schmidt o Frigyes Riesz, la teoria
espectral de operadores acotados y no acotados, en semigrupos uniformemente continuos
o fuertemente continuos por Vittorio Gorini, Andrzej Kossakowski o Goran Lindblad, en-
tre otros, que terminaron por dar a la teoria cuantica una fortaleza formal en su construccion.

Entre los muchos avances realizado, uno de gran revuelo fue el colapso de la funcién de
onda, a la hora de realizar mediciones sobre estos sistemas cudnticos, es decir, a la hora de
realizar intervenciones de cualquier tipo. El problema radica en que el universo es bastante
caotico, por lo cual mantener sistemas cuanticos aislados de todo agente externo es todo un
reto. Es asi que nace la necesidad de estudiar sistemas cuanticos abiertos. Desde un punto de
vista formal, la dindmica de los sistemas cerrados esta intimamente conectada a la solucién
de la ecuacién de Schrodinger, que nos entrega un operador unitario, el cual forma un grupo



uniparamétrico sobre toda la recta real, i.e, un operador dependiente de un parametro t
definido sobre los reales. Pero algo interesante ocurre al momento de estudiar la dindmica de
sistemas abiertos; el operador asociado ya no forma un grupo sobre toda la recta real, ahora
estamos hablando de un semigrupo uniparametrico sobre la recta real positiva, que traduci-
mos como la irreversibilidad que sufre dicho sistema al momento de entregar informacion al
entorno.

Entonces nuestro interés a lo largo de esta tesis se encontrard totalmente enfocado en el
estudio del sistema armonico cuantico, abierto a un bano térmico a temperatura ambiente
por el cual se disipe energia, ademas bajo un control externo, periédico en el tiempo; que
realizard un trabajo inverso al ambiente, es decir, entregard energia al oscilador. En el pri-
mer capitulo se realizard una introduccién matematica a conceptos bésicos de la mecéanica
cuantica; como lo son sus postulados, la notacién de Dirac, el formalismo para el oscila-
dor armoénico cuantico, por medio de los operadores de aniquilacién y creacién, los estados
coherentes, el operador desplazamiento y una pincelada al formalismo de semigrupos ge-
nerados por el operador de Lindblad, que sera especialmente 1til en el capitulo 3. En los
capitulos 2 y 3 se entrara de lleno al problema abordado en esta tesis, donde en un principio
estudiaremos al sistema armoénico cuantico, cerrado a un ambiente, pero bajo el control o
forzamiento peridédico anteriormente mencionado; el cual nos introduce términos adicionales
al operador Hamiltoniano, heredando la periodicidad del forzamiento. Resolveremos la ecua-
cién de Schrodinger para dicho operador por medio del operador desplazamiento, reduciendo
el problema a un sistema de dos ecuaciones diferenciales acopladas, con esto estudiaremos el
comportamiento de la solucién de dichas EDO’s. Como es comtn en la literatura [6, 14, 11],
dado un Hamiltoniano periddico, parecera natural invocar al teorema de Floquet, con la
intencién de obtener una forma explicita para el operador de evolucién, pero aprovechare-
mos de poner en duda la utilizacién de este teorema, es decir, se hard un pequeno estudio
sobre los alcances de expresar a dicho operador en su representaciéon de Floquet, ya que de
antemano solo sabemos que dicho teorema estd limitado a espacios vectoriales en dimension
finita. Ademas dado un forzamiento en especial, encontraremos una condicién suficiente para
que dicha representacién exista, aunque notaremos que esta debe depender exclusivamente
de las condiciones iniciales que impongamos al sistema de estudio, luego bajo dicho supuesto
aprovecharemos de calcular las cuasi-energias involucradas. Por 1ltimo, en el tercer capitulo
se realizarda un estudio mas general, en el cual el sistema presentado en el capitulo 2 se le
adicionara al ambiente representado por el bano térmico [6, 7], por el cual se disipé energia,
es decir, abriremos el sistema del segundo capitulo. Asi que el trabajo de dicho capitulo, ira
desde la obtenciéon de un generador infinitesimal para el semigrupo, en el cuadro de inter-
accion, que nos permitira modelar la dinamica del sistema armonico, el calculo de las tasas
de disipacion, hasta el calculo de los operadores de aniquilacién, creacién y nimero a lo
largo del tiempo, en el cuadro de Heisenberg; para asi realizar un anélisis en el nimero de
excitaciones del sistema bajo todos estos factores externos.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Principios basicos de la Mecanica Cuantica

Comenzaremos introduciendo la notacion de esta tesis y algunos hechos basicos de la
mecanica cuantica desde una perspectiva mas formal. Partiremos por los postulados basicos
de la teoria cudntica dentro del enfoque dado por el operador densidad, para luego introducir
los operadores de creacion y aniquilacion, al igual que el formalismo de estados coherentes que
seran de gran utilidad para el tratamiento del oscilador arménico cuantico amortiguado con
y sin forzamiento periddico en los capitulos 2 y 3 respectivamente. Por ltimo, se presentaran
algunas definiciones y resultados basicos de la teoria de semigrupos para estudiar la dinamica
de sistemas cuanticos abiertos, es decir, la teoria de semigrupos cuanticos de Markov.

A lo largo de la tesis ‘H serd un espacio de Hilbert separable sobre el cuerpo de los com-
plejos C, con un producto interno (-, -) sesquilineal, el cual define la norma ||¢|| = / (¥, ),
para todo ¢ € H. Ademés B(H) se definird como el espacio de Banach de operadores acota-
dos sobre ‘H con la norma del supremo y % (H) el espacio de operadores positivos de traza
unidad sobre H con la norma ||T||; := /Tr(TT) para todo T € £ (H), donde la notacién
T' denotaré el adjunto de 7.

1.1.1. Axiomas de la Mecanica Cuantica

Postulado 1. Todo sistema cudntico S tiene asociado un espacio de Hilbert separable Hs
sobre el cuerpo de los complejos C, ademds si el sistema de estudio estd compuesto de varios
subsistemas, el espacio de Hilbert asociado es el productor tensorial de estos. Por otro lado,
al estado del sistema le corresponde un operador p € £ (Hs) autoadjunto, positivo y de
traza unitaria, el cual suele ser llamado operador densidad y contiene codificada toda la
informacion fisica observable del sistema.

La exigencia de separabilidad del espacio Hg, es para que las bases de este sean nu-
merables, aunque puede que hayan casos en los que esto no ocurre, para nuestro propdsito
bastara con este requisito. Ademaés al espacio de Hilbert del sistema cerrado S lo escribiremos
simplemente como H, a menos que el estudio se haga bajo varios subsistemas. El operador
densidad suele recibir distintos nombres, de acuerdo a la forma matematica que tenga, como
veremos a continuaciéon

Definicién 1. El estado del sistema serd puro si p es igual al operador proyeccion de un
subespacio de dimension 1, i.e., p = Py para v € H unitario. En caso contrario, este suele
ser llamado maxto.



El teorema de Hilbert-Schmidt [24], permite descomponer a un operador compacto y
autoadjunto como una combinacién lineal de operadores de proyeccion, i.e., para cada p €
L (H) existe una base ortonormal (¢,,)°2; en H tal que

n=1

n=1

En otras palabras, el estado mixto es una combinacién lineal de estados puros. Los valores
(Pn)nen se interpretan como la probabilidad clésica de estos posibles estados puros, es decir,
el operador densidad en general como estado mixto, es una mezcla estadistica de distintos
posibles estados cuanticos que pueda tener un sistema.

Observacion 1. Si se trabaja con un estado puro, es fdcil notar que dos vectores unitarios
W1, Wy € H comparten el mismo estado fisico si y solamente si existe z € C tal que 11 = z1)s.

El siguiente par de postulados nos introducen la manera de obtener la informacion fisica
codificada en el operador de densidad, por medio de operadores autoadjuntos asociados a
observables fisicos respectivamente. Estos operadores podrian ser acotados o no acotados,
asi que para no tener problemas con su definicion, se dirdn siempre que son operadores
densamente definidos, i.e., su dominio es al menos un subconjunto denso en el espacio de
Hilbert H, bajo la métrica inducida por el producto interno.

Postulado 2. Todo observable fisico A tiene asociado un operador autoadjunto A que actia
densamente sobre H. Los tnicos resultados posibles de la medicion del observable A wvienen
dados por los valores propios del operador A, descompuesto espectralmente como

A= ianpan, (1.2)
n=1

Donde (o, )nen corresponden a los vectores propios asociados a cada valor propio (ap)nen-

Postulado 3. La esperanza de un obsevable A viene dada por
(A) = Tr(Ap). (1.3)

La probabilidad de obtener uno de los posibles resultados de A se calcula por Tr(PainOtn) Yy
una vez medido el observable sobre el sistema, el estado queda como
PainC-I);n

=1 1.4
Tr(Pan pPaTTL) ( )

Pn

Es decir, la medida afecta completamente el estado del sistema, por lo cual si se vuelve
a medir p,, este seguird estando en el mismo estado.

En cuanto a la dindmica del estado de un sistema cerrado, esta viene completamente
determinada por un grupo uniparamétrico (Uy);er fuertemente continuo, i.e.

lm|[U; () =4l = 0

para todo ¢ € H. Por el teorema de Stone [12], existe un tnico operador autoadjunto H

A

densamente definido sobre el dominio D(H) C H tal que

U, = ¢~/ (1.5)



para todo t € R, donde
hU(Y) — ¢ }

ds — lim —
h—0

D(ﬂ):{weﬂ -

(1.6)

s-1im denota el limite bajo la topologia fuerte de operadores, ya que el operador H podria
no ser acotado. Es asi que presentamos el cuarto postulado

Postulado 4. La evolucion de un sistema cerrado estd descrita por una familia de mapeos
U L(H) = L (H) para todo t € R, tal que al actuar sobre algin estado py en tiempo
t =0, la evolucion a un tiempo arbitrario t # 0, viene dado por

pe = Upo)
= UtpOUt71> (1-7)

donde (Up)ier C B(H) es el grupo uniparamétrico fuertemente continuo generado por el
operador Hamiltoniano H que describe la energia del sistema.

La igualdad (1.7) resuelve la ecuacién diferencial de primer orden [17]

d 7
%pt = _ﬁ[H(t)uot]a pt’tZO = Po, (18>
usualmente llamada ecuacién de Schrodinger, donde [A, B] := AB — BA es el conmutador

para todo A, B € #(H). Principalmente su forma més conocida se da para un estado puro
pr = Py) como

. d

Zhad’(t) = H()¥(t), ¥(t)li=o = vo. (1.9)
Por otro lado, dentro de la teoria cuantica es muy comun trabajar los problemas dindmicos
bajo tres cuadros fisicamente equivalentes, estos son los cuadros de Heisenberg, Schrodinger
y de Interaccion.

Definicién 2. Si se analiza la dindmica del sistema desde la perspectiva de las observables,
nos encontraremos bajo el cuadro de Heisenberg. Es decir, dado A € B(H) la evolucion
estd dada por

Ay = u(Aw)
U7LA(0)U. (1.10)
Satisfaciendo asi la ecuacion diferencial de primer orden

d . i A . .
—A(t) = £ [H(1), A(t)], A(t)]e=0 = Ao, (1.11)
dt h
Bajo este cuadro, el estado del sistema se mantiene constante en el tiempo, mientras que
los observables son los que evolucionan. Sin embargo, se llamara por cuadro de Schrodinger

al presentado en el Postulado 4, es decir:

Definicién 3. Si la dindmica del sistema viene descrita para el operador densidad, de acuer-
do a la transformacion (1.7), satisfaciendo la ecuacion diferencial (1.8), nos encontramos
bajo cuadro de Schrodinger.



Ahora bien, si al sistema de estudio se le adiciona otro sistema, de tal manera que ahora
exista alguna especie de interaccién entre estos, entonces habra asociada una energia de
interaccién, que estara presenten en el operador Hamiltoniano de la siguiente manera:

H = Hy+ Hy, (1.12)

donde Hj serd llamado el Hamiltoniano libre y corresponde a la suma de las energias de
estos subsistemas, mientras que H; corresponde al Hamiltoniano de Interaccion, propia de
la energia de interaccién. De esta manera, se define:

Definicién 4. Un operador T en £ (H) o B(H) queda bajo el cuadro de Interaccion si
se le aplica un mapeo Uy : L1(H) — L(H) definido como

U,(0) :=U;*ou,, (1.13)

donde (Uy)er €s un grupo uniparamétrico fuertemente continuo para H, generado por el Ha-
miltoniano Libre (1.12). Ademds a los operadores transformados por (1.13) los denotaremos
por O.

Se puede entender al cuadro de Interaccién como un cuadro intermedio entre el de Hei-
senberg y el de Schrodinger, ya que la evolucién temporal se da tanto en los operadores
autoadjuntos asociados al observable y con el operador densidad asociado al estado del siste-
ma. Es decir, la transformacién (1.13) puede ser extendida tanto al espacio de estados £, (H)
como al de observables Z(H). Por otro lado, es posible encontrar la ecuacién dindmica para
el operador densidad bajo este cuadro, como lo afirma la siguiente proposicion.

Proposicién 1. Sea p;, € L (H) el operador densidad y H(t) el operador Hamiltoniano
dependiente del tiempo definido por (1.13). Entonces la ecuacion de Schrodinger para p;
(1.8) bajo el cuadro de interaccion viene dado por

%ﬁt _ —%[H,(t),pt} (1.14)

Demostracion: Para simplificar cdlculos tomaremos 7 = 1. Ahora aplicando la transfor-
macién (1,13) a la ecuacién (1,8). Nos queda al lado izquierdo

il [H(t), pt] U, = —iU 'H(t)p,U, + iU pH(t)T, (1.15)
= —iU;! (Ho(t)pt + ijt) U, + iUt (ptHo(t) + ptH1> U,
Como Hy(t) conmuta con Uy, i.e. [Hy(t),U;] =0,V t € R, se tendrd
il [H(t), pt} 0, = —iHo( Vor + i Ho(t) — iU, Y H 0,0, p, 0,
(t

+ i (D) 0T () HIT,
= —Z[H()( p| —i|Hi(0). 5 (1.16)

Cabe hacer notar que la derivada del lado derecho de la ecuacion de Schrodinger corresponde
a la derivada de la topologia fuerte, es decir,

d R Z/_{t+h(p)—Z/{t(p)
gith(p) =5 = Jim h



y bajo nuestro propésito satisface que

d - d- , - - ,d - . d-
%L{t(p) = %Ut 1tht + Ut 1%tht + Ut 1ptEUt
. _ o (d -
= iHo(t)pu+ U (i) = ipiHo(t)
, _ -rd
= i|Ho(t), 5| +Us(00) (1.17)
Entonces
-rd , _ d -
(o) = —i|Ho(t).mn] + ZUi(p) (1.18)
Asi que juntando ambos lados, obtenemos
. _ d - . _ 3 _
—i|Ho(t),pn| + ZUh(p) = =i Ho().pu] — i | Hi(). (1.19)
Por lo tanto, se obtiene lo pedido
d _ 15 _
Pt = T [Hl(t),pt}

[]

En sintesis los postulados nos entregan los pilares basicos para comprender la teoria
cuantica. En general, es frecuente que en la literatura estos sean presentados desde la pers-
pectiva de un estado puro en el espacio de Hilbert H. Pero se decidié una perspectiva formal
del operado densidad en el espacio de Banach %, (H), ya que es el tratamiento més adecuado
para afrontar los problemas de los proximos capitulos.

1.1.2. Notacion de Dirac

Alrededor del ano 1939 el Fisico Paul Dirac presenté la conocida notacién de bra-ket o
notacion de Dirac, para expresar los estados cuanticos de un sistema, sus productos internos
e incluso los operadores de proyeccion. Esta sera presentada con su debida justificacion, ya
que servira mas adelante para manipular de manera mas directa ciertos calculos relacionados
a estados nimeros o estados coherentes.

Se enuncia a continuacién el teorema de la Representacion de Riesz para espacios de
Hilbert, que nos permitira introducir dicha notacion.

Teorema 1. (Representacion de Riesz) SiH es un espacio de Hilbert y ¢ un funcional lineal
continuo sobre H, entonces existe un unico vector ¢ € H tal que ¢'(¢) = (¥, ¢) para todo
€ H. Asi la aplicacion @ : ¢ 5 H — ¢ € H* es una isomorfismo (conjugado) isométrico.

De esta manera, siempre que tengamos un vector en ¢ € H, lo llamaremos ket y sera
denotado por [¢). Y gracias al teorema de la representacién de Riesz, dado un funcional
sobre el espacio dual ¢’ € H*, sabemos que existe un vector ¢ € H que llamaremos bra y
denotaremos por (¢| tal que esta “multiplicacién”de bra y ket, al final corresponde a aplicar
el funcional del espacio dual sobre un vectores en el espacio de Hilbert inicial, generando el

productor interno (¢|¢) := ¢'(¢) = (¢, ¢) € C llamado bra-ket.



Por otro lado, introduciremos la notacién para el operador proyeccion como sigue; Da-
da una base ortonormal (¢,)nen, de H, al operador proyeccién sobre v; lo denotaremos
por |U,) (Y| = Py, tal que dado = € H, el operador proyeccién actuda como Py, (z) =
|V ) (Wnl]z) = (n|x)|1hy). Por ltimo todas estas anotaciones pueden ser resumidas en la
siguiente tabla:

Notacion Usual | Notacion Dirac
Vector P 1)
Funcional o) (9
Producto interno (1, P) (@|)
Proyeccion Py |) (1]

10



1.2. Oscilador Armoénico Cuantico

En mecénica cldsica un oscilador (1-dimensional) es una particula que se mueve sobre un
potencial cuadratico de la forma
wog®
Vi) == aeR, (1.20)
donde ¢ representa la coordenada espacial en la que se mueve dicha particula y wg > 0 su
frecuencia natural de oscilacién. Con eso la energia del sistema en su forma Hamiltoniana
viene dada por

2 2
p* muwog
H(q,p) = om Ty

(1.21)

Donde p(t) = mq(t) es el momentum lineal o cantidad de movimiento y m > 0 la masa de
la particula.

1.2.1. Operadores Posicion y Momentum

De acuerdo al postulado 2, los observables de posicion y momentum tienen sus respectivos
operadores autoadjuntos (¢,p) — (¢,p) que actuan densamente sobre un Hilbert H. El
espacio de estados del sistema viene dado por H = L?(R, dq) que es el espacio de funciones
cuadrado integrables sobre R en la coordenada ¢. El operador posicién ¢ : D(G) C L*(R) —
L?(R) se define como el operador de multiplicacién

(¥)(q) = q¥(q), (1.22)

sobre el dominio [24]

D(q) = {¢ € L*(R) : /RCJQW(Q)WQ < +OO} (1.23)

Mientras que el operador momentum p : D(p) C L?*(R) — L?(R) se define como el operador
diferencial

h 0
y = 1.24
(59)(a) = 5 5 000). (124)
donde D(p) := W2(R) es el espacio de Sobolev de funciones f absolutamente continuas

sobre R tal que f y f’ estdn en L?(R) [24]. Estas definiciones tienen consistencia de acuerdo
al postulado 2, como podemos asegurar con el siguiente teorema [24][12]:

Teorema 2. Los operadores ¢ y p definidos en (1.22) y (1.24) son operadores no acotados,
densamente definidos y autoadjuntos.

El hecho de no ser acotados nos advierte del cuidado con el que hay que tratar a estos
operadores sobre el espacio L*(R), ya que hay funciones sobre este espacio en los cuales su
imagen no necesariamente son funciones cuadrado integrables, es por eso que son definidos
bajo los respectivos dominios densos presentados mas arriba, de tal manera que todo esté
bien definido. Por otro lado, un resultado muy importante en la teoria cuantica nos dice
que estos operadores no conmutan, lo cual tiene una directa consecuencia con la medida
inmediata de estos dos observables sobre el sistema cudntico de estudio.
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Proposicion 2. Los operadores de posicion ¢ y momentum p no conmutan, satisfaciendo la
identidad

iRl (1.25)

De esta manera, de acuerdo al principio de incertidumbre de Heisenberg [10][24][12], la
multiplicacion de las varianzas de estas dos observables estdn acotadas inferiormente, por lo
cual a la hora de medir sobre el sistema, no es posible saber con exactitud el resultado de
las dos a la vez.

1.2.2. Oscilador Armonico Cuantico

Al introducir estos operadores, tenemos la libertad de presentar el andlogo cuantico del
oscilador clasico, por medio del operador Hamiltoniano
1 MWy .o

H:= —p° 1.26
50 T (1.26)

que al estar compuesto de los operadores ¢ y p, también actiia densamente sobre el espacio
L*(R, dq).
Operadores de Creacion y Aniquilacion

Para un tratado mas ameno sobre el operador Hamiltoniano y sobre el entendimiento
fisico del oscilador arménico cuantico, definiremos los siguientes operadores:

Definicién 5. Llamaremos por operadores de Aniquilacion y Creacion a operadores
definidos respectivamente como

1
— § D 1.27
a 2nw()h(mw()q ip) (1.27)
1
al = ————(mwoi — ip), (1.28)
2mwoh

sobre el dominio D(a) = D(q) N D(p). Ademds se llamard por operador Nimero a

A~

N :=dla (1.29)

Observacion 2. La notacion adjunta para el operador de Creacion es debido a que este es
justamente el adjunto del operador de Destruccion, ademds (a™)' = a sobre D(a).

Algo interesante con estos operadores es que cumplen unas cuantas identidades que seran
de gran ayuda en calculos realizados en las siguientes capitulos. Estos seran presentados a
continuacion, y su demostracion es facil de realizar.

Proposicién 3. Los operadores a,a’ y N cumplen con las siquientes relaciones de conmu-
tacion:

[a,a'] =1, [N,a] = —a, [N,af]=adl. (1.30)
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Con esto podemos redefinir el operador Hamiltoniano del oscilador arménico cudntico
como

H = hwy (aTa + %]I) (1.31)

Por otro lado, expresando al operador Hamiltoniano como (1.31) y ocupando las relaciones
de conmutacién de la proposicion anterior, se puede obtener los vectores y valores propios de
este, que ademds forman una base ortonormal para H, como lo afirma la siguiente proposicién
[24][12]:

Proposicién 4. Supongamos que existe un vector no nulo ¢ € D((a)") N D((a")") para todo
n € N, tal que

Hy = Ev. (1.32)
Entonces se tendrd lo siguiente:

(i) Existen vectores no nulos (¥n)nen, C H, tales que

atho=0 y ¢, = %%7 (1.33)

son los vectores propios ortonormales de H con valores propios (E,)nen, dados por

Ey 1= Ty (n + %) (1.34)

(i) El conjunto de vectores propios de H forman una base para H.

Estos valores FE,, definidos en (1.34) que corresponden a los valores propios del Hamil-
toniano (1.31); se interpretan como los tnicos valores de energia posibles que puede llegar
a tener un sistema armoénico cuantico libre. Una vez que presentemos la siguiente propo-
sicién [24][12], se hard una interpretaciéon un poco mas detallada que nos pueda entregar
informacion fisica relevante.

Proposicién 5. Sea (¢ )nen, la familia definida en la proposicion anterior, entonces se
Sigue que

Ny = niy, (1.35)
a, = \/ﬁl/}n—lv (136>
a', = Vn+ 1. (1.37)

Ahora si se expresan estos vectores propios en la representacion de coordenada ¢, se
podra obtener una forma explicita de estos. Partamos por la condicién apy = 0 que define
una ecuacion diferencial de primer orden

(hdiq + o) tola) = 0. (1.38)

que puede ser resuelta de manera directa sabiendo que |[[1)o|| = 1, por lo cual

mw
wo(q) — 4 7Thoefmo.zoqz/%r. (139>
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Este vector es llamado “ground state” o “estado fundamental” del oscilador armoénico y
ademas de acuerdo a la proposicién 4 las autofunciones seran

Unlq) = \/15( 277lzw0h <mw0q — h%)) Yo (1.40)

Estas autofunciones pueden ser expresadas de manera més directa por medio de los polino-
mios de Hermite, como lo asegura la siguiente proposicion [24]:

Proposiciéon 6. Dado el Hamiltoniano en representacion de coordenadas q

h d®>  mw
H=——— 2 1.41

sobre el dominio denso D(H) C L*(R,dq). Las autofunciones de este operador se expresan

como
mwy 1 mw e
Un(q) = who\/ﬁ (\/ Oq)e og/2h, (1.42)

donde H,(q) es el polinomio de Hermite de grado n.

1.2.3. Representacién en el espacio [*(N)

De ahora en adelante, cuando trabajemos con los operadores a, a' y N , ya no estaremos
bajo el espacio L*(RR, dq), més bien serd bajo el espacio de Hilbert de sucesiones complejas
cuadrado sumables

2(N) = {(xn)f;;o : imﬁ < oo}. (1.43)

La siguiente proposicién [24] nos da libertad de ello.

~

Proposicion 7. La base de vectores (1.42) establece un isomorfismo isométrico L*(R, dq)

I*(N),
L*(R,dq) > ¢ = anwn > anen = (1,)22, € I*(N) (1.44)
n=0 n=0

donde x, = (¥, 1,) y (e,)%, es la base candnica para [*(N).

De esta manera, se tiene que para ¢ € D(a)

ay = Z Tpath, = Z \/ﬁxnwnfl = Z v+ 12,41,
n=0 n=1 n=0

Tw Z Tn CL Z V1 + 1xnwn+1 Z \/ﬁxn—llpn
n=1
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Lo cual nos permite expresar estos operadores en una representacion matricial semi-infinita:

0v1i 0 0 --- 0O 0 0 0
0 0 Vv2 0 -- Vi 0 0 0
a=10 0 0 V3 | at=]0 v2 0 0 (1.45)
0o 0 0 0 -- 0 0 V30
y
0000
0100
N=]00 20 (1.46)
000 3

Ademas los dominios para los operadores a y a' seréd [24]
D(a) = {<xn>;>;0 Sl < +oo} y (1.47)
n=0
el dominio para el operador ntimero
D(N) := {(xn)sfo : in2|xn|2 < —I—oo}. (1.48)
n=0

Por ultimo, de acuerdo a la proposicién 6 y 7, expresaremos la base candnica del espacio
I>(N) en la notacién de Dirac presentada en la seccién 1.1.2, como

en = |n). (1.49)

Por lo cual, cuando apliquemos un operador de destruccién a definido densamente en [*(N),
al estado numero |n), se obtendra

aln) = /nln — 1), (1.50)

que se interpreta como la liberacién de un cuanto de energia de un estado con n excitaciones,
obteniendo un nuevo estado con n — 1 excitaciones. Mientras que aplicar el operador de
creacion af, se tendra

a'ln) = Vn+1jn + 1), (1.51)

es decir, el estado con n excitaciones queda como un estado con n + 1 excitaciones cuando
absorbe un cuanto de energia. Por otro lado, si se aplica el operador nimero N al estado
nimero

N|n) = n|n), (1.52)

se obtendra el nimero n de excitaciones que tiene nuestro estado |n).

15



1.3. Estados Coherentes

Si se decide hacer mediciones de la posiciéon y el momentum, se sabe que de acuerdo al
principio de incertidumbre, la varianza de cada una de esas observables viene gobernada por
la desigualdad

AqAp > g

En el caso de un oscilador armoénico, al contar con un sistema preparado en algin estado
numero |n), si se desea medir justamente estas dos observables; se obtendra el siguiente
resultado [7]:

Proposicién 8. En un sistema S definido por un oscilador armdénico cudantico con un estado
excitado preparado |n). Entonces se tendrd la siguiente desigualdad para las varianzas de los
operadores ¢ y p

(2n+ 1)k

AqAp >
qap = 9 3

(1.53)

para cada n € N.

Se puede observar que la incertidumbre es minima para n = 0, es decir, para el estado
fundamental del oscilador arménico. En cambio para el caso en que n € N | la incertidum-
bre se ira haciendo mas grande a medida que n va creciendo. Asi que naturalmente nace
la siguiente pregunta: ;Se podra alcanzar la incertidumbre minima por otro medios?. La
respuesta a esta pregunta es afirmativa, y el medio para alcanzar este objetivo es con una
combinacién lineal adecuada de estos estados nimeros |n), a esta combinacién lineal se le
suele llamar estados coherentes. Una definicion mas formal viene del operador de destruccién
a como sigue:

Definicion 6. Los estados coherentes del oscilador armdénico cudntico son los vectores pro-
pios del operador destruccion a de (1.7), i.e.,

ala) = ala) (1.54)
donde o € C.

Observacion 3. Nuevamente estamos ocupando la notacion de Dirac, ademds de ahora en
adelante cada vez que la letra que acompana al ket |-) sea griega, se sobre entenderd que tal
vector es un estado coherente de un oscilador armonico, en cambio cuando la letra sea la
del alfabeto latino, se estard trabajando con un estado niumero que expresa la cantidad de
excitaciones del sistema.

Como se dijo anteriormente, los estados coherentes pueden ser tratados como una com-
binacién lineal de estados de excitacién, por lo cual de la definicién 6 se obtiene la siguiente
caracterizacién [7]:

Proposicion 9. Sea o € C. Un vector |a) es un estado coherente para un oscilador armdnico
st y solamente si

R

a) =e —n). 1.55

) > i (159
neNy

Observacion 4. Fl estado fundamental |0) es el inico estado coherente de los estados nime-

ro de la proposicion 4.
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Un hecho interesante es que si se analiza el valor esperado de los operadores ¢ y p
de acuerdo al estado del sistema dado por un estado coherente, estos valores pueden ser
visualizado en el plano complejo, ya que es directo que de (1.27), (1.28) con la definicién 6

(@)a =1/ 27:100 (a+a”), (1.56)
(P)a =i h”;“’o (" — a), (1.57)

tal plano es conocido como espacio fdsico.
Observacién 5. Si los valores esperados de estos dos observables se encuentran en el origen

del plano, el sistema se encontrard en un estado niumero o solo en el estado coherente trivial.

1.3.1. Operador de Desplazamiento

Otra manera de obtener estos estados coherentes es a través de un operador unitario
generado por los operadores de aniquilacion y creacion que se le aplica al estado fundamental
del oscilador armoénico.

Definicién 7. Dado o € C, el operador Desplazamiento es el operador unitario D, que
actia sobre I*(N) y se define como

D, = exp(aa’ — a*a). (1.58)

Si se aplica este operador sobre el estado fundamental |0), se obtendra el estado coherente
la), i.e.

Do |0) = |ev), (1.59)
por lo cual D, desplaza (q)o + i(p)o & (¢)a + i(p)o en el plano fésico, como se logra apreciar

en la Figura 1.1. Por otro lado, este operador cumple unas cuantas propiedades [9] que serdn
bastante tutiles en los proximos capitulos.

Im (a) i Ap

Re () q

Figura 1.1: Un desplazamiento || en el espacio de fase.
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Proposicion 10. Sea D, el operador unitario de la definicion 7, entonces
1. D;'aD, =a+ «
2. DoaD' =a—«

da* 2

3. 2D, = (loz — a)'Da

4. 2Pa = (af — J0*)Ds
. Dapﬁ = 6“6*_a*ﬁpa+5
6. D, = e lol?/2gaal g—a*a,

Notemos que el operador a en la propiedad 1 y 2 sufre un desplazamiento de +a en la
diagonal, de acuerdo a la representacién matricial introducida en la secciéon 1.2.3. Por otro
lado, las propiedades 3 y 4 servirdn para estudiar el valor esperado de los operadores a, a
y N en el tiempo, de un oscilador arménico forzado peridédicamente bajo un ambiente dado
por un bano térmico, como se vera en el iltimo capitulo. En cuanto a las propiedades 5 y 6,
seran de utilidad para simplificar cédlculos, tanto en el segundo como en el tercer capitulo.
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1.4. Semigrupos

Hasta el momento el sistema de estudio S ha sido considerado cerrado, es decir, no ha
presentado interaccién de ningun tipo con otra clase de sistema, por lo cual su dindamica
ha estado completamente determinada por un grupo uniparamétrico fuertemente continuo
(Up)ter, generado por el operador Hamiltoniano Hs.

Ahora si se decide “abrir.®! sistema S, incorporando un ambiente R, el nuevo sistema
generalizado viene dado por § + R. Este ambiente serd entendido como otro sistema, pero
con infinitos grados de libertad y acoplado débilmente al sistema de estudio, de tal manera
que esta interaccion sera de tipo Markoviana, es decir, toda la informacién que S le entregue
a R sera olvidada de manera casi inmediata, importando solo el presente del estado del
sistema. De acuerdo al postulado 1, el espacio de Hilbert asociado a este sistema generalizado
se obtendra del producto tensorial de los espacios de los subsistemas, es decir, del producto
tensorial del sistema de estudio Hs y el espacio de Hilbert del ambiente Hgz, donde cada
uno tiene su respectiva naturaleza matematica, obteniendo un nuevo espacio de Hilbert
Hsir = Hs ® Hgr. La energia de este nuevo sistema generalizado contendra la energia del
sistema reducido S, la del ambiente R y una propia de la interaccién entre estos dos, por lo
cual, el operador Hamiltoniano asociado Hgyr : D(Hsyr) — Hsir se definird como

Hsyr = Hs ® g +1s ® Hr + Hj, (1.60)

donde Hgs es el operador Hamiltoniano del sistema S que actua en Hs, Hr es el opera-
dor Hamiltoniano del ambiente R que acttia en Hr y H; es el operador Hamiltoniano de
interaccién asociado a la energia de interaccién que actia en Hsyr. El estado del sistema
generalizado, vendra dado por un operador densidad o € Z(Hsir) tal que su evolucion
temporal estarda determinada por un nuevo grupo uniparamétrico (Uf*R)teR que actua en
Hsir. Sien un inicio (t = 0) el estado viene preparado como

a0 = pPo & Qo, (1.61)

donde py € £ (Hs) es el operador densidad del sistema reducido y oo € £ (Hr) el operador
densidad del ambiente, cada uno en el instante inicial. Entonces a un tiempo ¢ > 0, el estado
del sistema generalizado estara dado por

oy = USTRo USSR, (1.62)

Nuestro interés esta en querer conocer el comportamiento del estado del sistema reducido a
un tiempo dado. Para esto se aplica la traza parcial sobre el espacio Hr a (1.62), es decir,

pr = Trr(US TR po ® 0oUSHR). (1.63)

En varios casos obtener una expresion explicita de (1.63) que sea manipulable para estudiar
incluso la dindmica de observables es poco practico. En el caso tratado en el capitulo 3, para
un sistema reducido modelado por un oscilador armoénico, bajo un ambiente representado
por un bano término de infinitos osciladores con la presencia de un forzamiento periddico
externo que fuerza al sistema de estudio, se decidié dar un enfoque de semigrupos, es decir,
el tratamiento para obtener la dinamica de nuestro sistema reducido estara determinado
por una familia uniparamétrica de semigrupos fuertemente continuos. Lo interesante esta en
que ya no se trabaja bajo un grupo uniparamétrico, como se ha dicho hasta el momento; la
dindmica para un sistema abierto es irreversible, ya que la informacion entregada al ambiente
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se pierde, por lo cual no se puede volver al sistema inicial como ocurre en el caso del sistema
cerrado. El enfoque que se presentara a continuacién viene dado con el fin de estudiar la
dindmica de los observables (cuadro de Heisenberg), aunque més adelante se podra caracte-
rizar facilmente los semigrupos para la dindmica del operador densidad del sistema reducido
(cuadro de Schrodinger).

Definicién 8. Una familia (A})i>o de aplicaciones sobre B(Hs), es un semigrupo unipa-
ramétrico de operadores lineales si:

o) Nizo = Lapns) Y
b) Ay, = A;A} para todo t,s > 0.
Ademas si satisface que

L] A} — Lt loo =0, (1.64)

entonces se dice que es un semigrupo uniformemente continuo o SUC. Si la convergen-
cta es puntualmente, i.e.,

lim||A; (z) — 2f| =0, (1.65)

para todo x € B(Hs), entonces se dice que es un semigrupo fuertemente continuo o un
Co-semigrupo. Y si

lffél Tr(pAf(z) — px) =0, (1.66)

para cada p € L (Hs) y cada v € B(Hs), entonces serd un semigrupo w*-continuo (o
debil*-).

Se ha escogido la notacién A} para el semigrupo definido en #(Hs), para diferenciarlo
del semigrupo que se construird sobre .2} (Hs), ya que la construccién se hara sabiendo que
el espacio dual de este tltimo es isométricamente isomorfo a % (Hs). Ahora bien, a esta
familia (A});>0 le faltan propiedades para que sea capaz de llevar observables en observables,
por lo cual se introduce la siguiente definicion:

Definicién 9. Una familia (A});>o de aplicaciones en B(Hs) es
a) positivo si Aj(x*x) es un elemento positivo para todo x € B(Hs)

b) n-positivo si dado n € N fijo, todo par de (x;)", (yi)i-y C B(Hs), la suma

>y ety (1.67)

1,5=0

es positiva .

c) es completamente positivo si se cumple b) para todo n € N.

Con esto podemos definir el semigrupo apropiado para la dindmica de los observables
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Definicién 10. Una familia (A}):>o de aplicaciones sobre B(Hs) son un semigrupo cudnti-
co de Markov si cumple las propiedades a) y b) de la definicion 8 y ademds:

c) A; es completamente positivo para cada t > 0,
d) Ny (Lzns)) = Lams) para cada t > 0 (conservativo o de Markov) y

e) es al menos w*-continuo.

En caso de tener un semigrupo cuantico de Markov uniformemente continuo, hay una
caracterizacién para el generador infinitesimal £ dado por Lindblad [16].

Teorema 3. (Lindblad) Si la familia (A})>¢ de semigrupos cudnticos de Markov es unifor-
memente continua en B(Hs), entonces el generador infinitesimal L es un operador acotado
sobre B(Hs) tal que su forma es

L*(z) = ®(x) + 2G* + Ga~, (1.68)

donde ® es un mapeo sobre B(Hs) llamado mapeo dindmico cudntico, el cual tiene la
forma

O(x) = LizL;, (1.69)
1€L
donde T es un congunto numerable y (L;);cz €s una familia de operadores acotados en B(Hs)
y G tiene la forma

1 . A
G = _§ZLiLi+zH5. (1.70)
€L
donde Hs es el operador Hamiltoniano del sistema reducido S.

Esta forma no es tunica ni exclusiva de los operadores acotados, ya que el teorema nos
asegura que si hay continuidad uniforme, entonces el operador de Lindblad tendra la forma
(1.68), pero como veremos en el capitulo 3, a pesar de trabajar con un generador no acotado
bajo la continuidad fuerte, este sigue teniendo la forma presentada en este teorema. Ahora
se presentard una caracterizacién [23] clasica del espacio dual Z(Hs)* y que nos permitird
extender esta estructura de semigrupo cudntico de Markov sobre #(Hs) a un semigrupo
cudntico de Markov en % (Hs), es decir, nos permitird pasar del cuadro de Heisenberg al
cuadro de Schrodinger de estados del sistema reducido.

Teorema 4. El espacio de Banach B(Hs) de operadores lineales acotados sobre Hs es
isométricamente isomorfo al espacio dual £ (Hs)* de operadores lineales positivos de traza
unidad sobre Hg.

De esta manera es posible construir un SCM sobre % (Hs)

Definicién 11. El semigrupo Predual de una familia (A})i>o de SCM sobre B(Hs) es un
semigrupo que denotaremos por (Ay)i>o sobre L (Hs) tal que

(Ag(w))(x) = w(Af(z)) (1.71)
para cada v € B(Hs) y cada w € L1 (Hs). En forma equivalente, bajo la funcion traza
Tr(pA; (2)) = Tr(A(p)a) (1.72)

para todo t > 0. Ademas su generador infinitesimal sera denotado por L definido bajo un

dominio denso D(L) C £ (Hs) -
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Capitulo 2

Oscilador Armodnico forzado
periodicamente

En el capitulo anterior se presento la teoria basica para un sistema armoénico cuantico.
En este capitulo nos centraremos en dicho sistema, pero bajo la influencia de un forzamiento
externo, periédico en el tiempo, que nos ayudara a controlar el nimero de excitaciones ini-
ciales del sistema, por medio de diversos pardmetros externos que trataremos a continuacion.
En otras palabras, controlaremos al sistema introduciendo términos periédicos en el opera-
dor Hamiltoniano (1.31); modificando la solucién para la ecuacién de Schrodinger. Con la
intencién de obtener una solucién para el operador de evolucién, resultara tentador aplicar
el teorema de Floquet, pero como veremos mas adelante, existen ciertos problemas que nos
imposibilita realizar tal acto. A continuacién se hara un leve repaso de la teoria de Floquet
para dichos sistemas con forzamiento externo periédico en el tiempo, ya que nos servira para
hacer la comparacion con sistemas que pueden o no, aceptar una descomposicién de Floquet.

2.1. Teoria de Floquet

El enfoque que se presentara a continuacién de este formalismo sera el presentado por K.
Szczygielski [23], para sistemas lineales de ecuaciones diferenciales bajo espacios de Hilbert
en dimension infinita. En un principio, la teorfa clasica de Floquet [8] se ha restringido
exclusivamente a espacios vectoriales de dimension finita, es decir, a EDO’s de tipo

SHE) = AW, f(t0) = .)

donde la matriz A(t) € M, x,(R) es una funcién continua con respecto al pardmetro ¢ € R
y T—periddica , i.e., A(t + nT) = A(t) para todo t € Ry n € Z. Considerando la matriz
fundamental ®(t) € M, «,(R) que soluciona al sistema (2.1), al satisfacer la ecuacién

d

Z0(t) = ABB(), (D)0 = Do, (2:2)

es posible asegurar una forma exclusiva para esta matriz ®(¢) gracias al celebre teorema de
Floquet [8]:

Teorema 5 (Floquet). Dado el sistema (2.1). Existen matrices B, P(t) € M,«n(R) tales
que

®(t) = P(t)e”, (2.3)
donde B es constante y P(t) es diferenciable y T'—periddica.
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Ahora bien, a la hora de estudiar sistemas cuanticos asociados a espacios de Hilbert en
dimension finita, es valido ocupar el teorema de Floquet para la ecuacién de Schrodinger
con un Hamiltoniano periédico en el tiempo, con esto tenemos una forma explicita para el
operador de evolucién, de acuerdo a la identidad (2.3); ya que este se construye a partir de
la matriz fundamental como

U, .= ®(t)®(0) . (2.4)

En cuanto a sistema cuédntico asociado a espacio de Hilbert de dimension infinita, es tenta-
do aplicar este teorema, sin embargo la demostracion de este no es valido bajo las mismas
suposiciones. En otras palabras, perfectamente puede existir una descomposicién (2.3) para
el caso infinito dimensional, pero no es posible asegurarlo bajo las hipdtesis previas del caso
presentado en (2.1).

A continuacién daremos la definicién presentada por K. Szczygielski, para casos en el
que existe dicha representacion. Asi que se redefine la ecuacion diferencial (2.1) para A(t) €
PB(H), donde B(H) es el espacio de Banach de operadores lineales acotados sobre el espacio
de Hilbert separable H y f(t) € H para todo t € R.

Definicién 12. Se entenderd por representacion de Floquet de orden m a un triplete
(P,B,m) € B(H) x B(H) x N donde P es mT-periddico, i.e., P(t+mT,ty) = P(t, to) para
todot € R y B es un operador lineal constante con respecto al parametro temporal t tal que
el operador (1.2) se puede descomponer como Uz, = P(t,ty)ePt10)

Bajo la existencia de esta representacion, se pueden obtener algunos resultados que nos
seran de utilidad, su demostracion es sencilla y se puede ver [23].

Proposicién 11. Si se define ¥i(t) = Uy y ¢r(t) = e "9y (t). Entonces el conjunto
(Ur(t))ken €s una base ortonormal de H y las funciones (¢g(t))ren son T-periddicas.

Ahora bien, si dicha representacion se tiene para la ecuacion de Schrodinger con un
Hamiltoniano 7T-periddico, se tendra la siguiente proposicion:

Proposicién 12. Eriste un operador constante y autoadjunto H € B(H) y P(t,ty) € B(H)
T'-periodico, tal que

» Upriy = Umoe—iﬁT/h y
= Uy = P(t, tg)eHt0)/h,

El operador H es llamado Hamiltoniano de Flogquet, ademas satisface

para todo k € N, tal que los valores propios (ex)ren C R son llamados las quasi-energias de
Floguet y los vectores propios (¢ )ren la base de Floquet.
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2.2. Oscilador Armoénico bajo Forzamiento Peridédico

Entrando al problema que nos convoca, la intencién de este capitulo es resolver la ecuacién
de Schrodinger para un oscilador arménico cuantico bajo un forzamiento periédico, es decir,
dada la ecuacion

d

th— v (t) = H{)Y(t), $(t)l—o = vo, (2.6)

el Hamiltoniano H(t) sera T-periddico, tal que bajo la representacién de ¢ y p tendra la
forma
1 MWy .o

H(t) := 2mp t - qF(t) + pG(1), (2.7)

donde F,G : R — R son funciones T-periédica, al menos continua a trozos tal que (2.7) se
encuentre definido sobre el dominio D(¢) N D(p) C L*(R). Gracias a Husimi [13] se sabe
que es posible resolver (2.6) bajo el Hamiltoniano (2.7) con G(t) = 0, por medio de varias
transformaciones a la funcién de onda (g, t). A continuacion se realizard un trabajo analogo
e incluso acorde a nuestro proposito, mas efectivo. Obtendremos una expresioén explicita para
el operador de evolucién Uy 4, generado por el Hamiltoniano (2.7), pero bajo la representacién
de los operadores de creacién y aniquilacién en el espacio H = I2(N), es decir, redefinimos
al Hamiltoniano como

1
H(t) = huo (am n 51[) Faf(t) +atfe) (2.8)
donde f : R — C es una funcién T-periddica, al menos continua a trozos que esta dada por

hmwo

2.9
el (29)
De aqui en adelante se considerara al tiempo inicial como ty = 0, por lo cual anotaremos al
operador de evolucién por Uy = U, y. Ademads el espacio de Hilbert complejo sobre el que se
trabajara serda H = [*(N), es decir, el espacio de sucesiones complejas cuadrado sumables.

2.2.1. Operador de Evolucion

Como se dijo anteriormente, la ecuacion de Schrodinger bajo un Hamiltoniano (2.7) fue
resuelta haciendo unas cuantas transformaciones, que equivalen a traslaciones sobre el espacio
de fase. En su trabajo introdujo una traslacion en el eje ¢, tal que esta corresponde a la adicion
de una funcién arbitraria dependiente del tiempo, es decir, realizé una traslacion en el eje
de la posicién que se modifica de acuerdo al parametro ¢t. Luego aplicé una transformacion
que también equivale a una traslaciéon en el eje del momentum p en el espacio de fase, pero
proporcional a la derivada de esta funcion arbitraria. Sabemos que podemos hacer un trabajo
analogo aplicando el operador de desplazamiento, por lo que introduciremos dos funciones
arbitrarias z,v : R — R que sean al menos doblemente diferenciables, tales que estas definan
otra funcién de valores complejos o : R — C como

a(t) := %l’(t)—f—i 22;01)@), (2.10)

que llamaremos curva o funcion de desplazamiento sobre el plano complejo; esta se
visualizara como la cantidad que desplaza sobre el espacio de fase el operador de desplaza-
miento

Doy = exp(a(t)al — a(t)*a). (2.11)
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La forma de la funcién (2.10) no es al azar, ya que es la forma que tiene el operador de ani-
quilacién (1.27), cuando es definido con respecto a los operadores de posicién y momentum.
De esta manera se produce un desplazamiento proporcional a la z(t) en el eje de la posicién
y uno proporcional a v(t) en el del momentum. Hasta el momento estamos asumiendo la
existencia de estas funciones, de tal manera que en su debido momento se le impondran
ciertas condiciones que nos ayudaran a simplificar varios calculos, luego de eso sabremos que
forma deben tener. Entonces comenzaremos aplicando el inverso de (2.11) a la funcién que
satisface la ecuacién (2.6) que deseamos resolver, es decir,

D,y e(t) = @(t), (2.12)
tal que trabajaremos bajo la funcién ¢(t).

Observaciéon 6. Si aplicamos un desplazamiento en el eje de la posicion y luego uno en el
eje del momentum en el espacio de fase, esto serd equivalente a realizar un desplazamiento
inmediato en los dos ejes, es decir, si Dy, ) con

es la traslacion en el eje de posicion y Da, iy con
as(t) :==1iIm(a(t)),
la traslacion en el eje del momentum, entonces de acuerdo a (0.2), se tendrd que
Doty Do (1) = €“*** D)

Este exponencial que aparece al lado derecho no tiene informacion fisica relevante, ya que
simplemente corresponde a una fase que desaparece a la hora de hacer mediciones (su mo-
dulo es 1). En la Figura 2.1 podemos apreciar el comportamiento de estos operadores de
desplazamiento.

Ahora bien, como deseamos trabajar bajo el vector desplazado ¢(t), obtendremos su
ecuacién de Schrodinger por medio de ¢ (t). Entonces al lado izquierdo de (2.6) queda como

ih%w(t) — zhjt( w(t))

= ih%Da(t)go( t) 4+ ihDo opnd o(t). (2.13)
Mientras que al lado derecho
H(t)p(t) = H(t)Dawye(l), (2.14)
de esta manera igualando (2.13) y (2.14)
D p(1) + ihDu Tolt) = H()Dagoio(t). (2.15)
obteniendo asi la ecuacién de Schrodinger para la funcién p(t)
Lot = H'(1)p(0), (2.16)

dt
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Figura 2.1: El operador Dy, 1) se encarga de desplazar a1)(t) con respecto al eje q en el espacio
de fase, mientras que Do,y desplaza solo en el eje del momentum p. Nosotros haremos algo
equivalente desde el punto de vista fisico, es decir, desplazaremos directamente Dyy). La
diferencia radica en la direccion en la que queda el vector aplicado, direccion que se traduce
en una simple fase e~*1W22) g cyal ignoraremos, ya que a la hora de hacer mediciones
esta se desvanece al tener modulo 1.

con un operador Hamiltoniano

H'(t) := D\ \H(t)Dog) — ihD,, d

(t) a(t) EDa(t) (217)

Usualmente un cambio de este estilo es llamado “rotating frame”. Como conocemos la forma

del operador H(t), también serd posible obtener una forma explicita para H'(t). El primer
termino de la resta queda como

_ _ 1 _ _ N
D, s H () Doy = hiwy (Da(lt)aTaDa(t) + 5}1) + D@D f(t) + Da(lt)aTDa(t) ft)*, (2.18)
de acuerdo a los propiedades vistas anteriormente del operador desplazamiento sobre los

operadores de creacion y aniquilacién, el segundo y tercer término de la ultima igualdad
corresponde a la adicion de un parametro proporcional al operador identidad, i.e.,

Do Doy = al + a(t)* y D }aDawy = a+ alt). (2.19)

Por lo que (2.18) queda como
-1 -1 1 1 t * *
D, H(t)Dagyy = huo (Da(t)a Do) + 511) + (a + a(t)) £(6) + (a +a(t) ) F(6)*, (2.20)

ademas como Da(t)D;(lt) = I, el primer término resulta ser

D;(lt)aTaDa(t) = (aT + a(t)*) (a + a(t)). (2.21)
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Por lo cual, reagrupando todos los términos, se obtiene
D H(t)Day = hwo(ala+ o1 T hw * Auwoa(t)*
W HODay = O(aa+§>+a< ba(t) + £(1)") + a(hwoa(t)” + £(2))
+ (Rla@P + F@at) + feyalt)). (2.22)

Por otro lado, para desarrollar el segundo término del lado derecho de la igualdad (2.17),
notamos que aplicando la proposicion 6, el operador densidad puede ser descompuesto como

Doy = e~ 12O /2ga(t)a’ p—a(t)*a (2.23)
Asi que
d d N d .
%Da(t) = Ee_‘a(t)F/Qea(t)aTe_Oé(t) a + e_la(t)‘2/2%ea(w(ﬂ@_a(t) a
d .
+ e—‘a”)'?/?e“(”“ﬁ@e‘“(” “ (2.24)

Las derivadas temporales del segundo y tercer término de la suma del lado derecho son de
la forma

d
aeama* = (t)ale M’ (2.25)
y
d * *
Ee—a“) ¢ = —G(t)*ae W, (2.26)

De esta manera, (2.24) queda como

d 1 . . . .
EDa(t) = §(a(t)oz(t) + a(t)&(t)*) Doy + &(t)a"Dygsy — Dagye(t)*a. (2.27)

Ya que Da(t)D;(lt) =1, el segundo término de (2.27) se puede dejar como

d(t)aTDa(t) = d(t)'Da(t)D;(lt)aT'Da(t)

= &(t)Dagy(a’ +alt)), (22)
asi que (2.27) resulta
IDuy = Duy(a()al —a0)'at Sa(a() —a@ay).  (229)

Es asi que el segundo término del lado derecho de (2.17) tiene la forma

L d

Da(t) dtDa(t) = a(t)a’ — a(t)a + l(d(t)oz(t)* — a(t)a(t)r). (2.30)

2

Por lo tanto, el operador Hamiltoniano H'(t) de la nueva funcién ¢(¢) queda como
H'(t) = hwo (aTa + %]I) +al <hw0a(t) ) — ihd(t)) + a(hwog(t)* +f() + z’hd(t)*)
+ (Bela(o)l? + F(0alt) + 1) a(t) + 3(alDa(t) — a®at)")). (2.31)
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ademéds como la funcién a(t) es arbitraria hasta el momento, impondremos la condicién

at) = —i (woa(t) + %f(t)*), a(t)|imo =ap € C (2.32)

para que los términos que acompanan a los operadores de creacién y aniquilacién de (2.31)
se desvanezcan, entonces

() = hw0<aTa+%]I>+<hw|a(t)|2+ FB)alt) + Fb) ()

+ %(d(t)a(t)* ~a(t)a(1)")). (2.33)
Al segundo término lo reescribiremos como
L) = (Rl + f(Dalh) + FB () + 5(6(Ha() —aa@)y), (234
de esta manera, si se aplica la transformacion
exp (= =5(1))lt) = 2(0). (2.35)

donde
S(t) = /tL(t’)dt', (2.36)

resultara que de (2.16)

ih(-—-%l(tyf”sﬁVﬁ>¢mt)4ihe”S“Vﬁ§%¢(t)::}{%tyf”S“Vﬁ¢(w, (2.37)
obteniendo asi la ecuacién de Schrodinger de un oscilador arménico cuantico libre:
ih%@@%:ﬂ@@) (2.38)
donde H es el Hamiltoniano de la forma
.H:hm&da+%@. (2.39)

La solucién de (2.38) la conocemos y la dejaremos expresada de acuerdo a su operador de
evolucién y al estado de excitacién inicial @, (0) = |n)

@n(t) = Upln), U, = e A/, (2.40)
Si nos devolvemos hasta el estado forzado 1 (t), es posible expresar su enésimo estado excitado

¥n(t), como una serie de transformaciones aplicadas al estado excitado inicial de un oscilador
armonico libre, es decir,

U (t) = e‘is(t)/hDa(t)Utm). (2.41)
Por lo tanto, la solucién dinamica para ), es
Un(t) = Uppn(0), (2.42)
donde U; es su operador de evolucion dado por
Uy = e SOMD 0Dy 1a(0) = Dagln), (2.43)

Esto nos dice que el estado inicial del sistema forzado 1, (0) estard dado por un desplaza-
miento «q en el espacio de fase al vector |n), mientras que a medida que el tiempo transcurre,
este desplazamiento se ira modificando. Esto es de suma importancia, ya que las condicio-
nes iniciales de la curva de desplazamiento a(t) estaran directamente relacionadas con las
condiciones iniciales del estado del sistema.
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2.2.2. Funcién de desplazamiento «a(t)

A la curva de desplazamiento «(t) le hemos impuesto la ecuacién diferencial (2.32) para
que pueda simplificar la forma que tenia el operador Hamiltoniano H'(t). Como esta curva
es de valores complejos, definida por (2.10), es directo desprender facilmente dos ecuaciones
diferenciales acopladas:

(t) = v(t) — G(1), z(0) =29 €R (2.44)
o(t) = —wiz(t)+ =F(t), v(0)=uv€R. '
Observacion 7. Si nos detenemos a observar la expresion (2.34). Este corresponde al La-
grangiano para la ecuacion de movimiento (2.32). Ahora si deseamos expresar este con res-
pecto al sistema (2.44), luego de un pequeno trabajo algebraico este se logra expresar como

1 1
L(z,2,v,0,t) = §m(w§x2 +v?) — (zF + mvG) — §m(j:v — z0) (2.45)

Ahora bien, resolver la ecuacién e Schrodinger para un Hamiltoniano (2.8) se ha reducido
a resolver un sistema de ecuaciones diferenciales acopladas de segundo orden. A continuacién
presentaremos el forzamiento con el que se trabajara a lo largo de toda la tesis.

Forzamiento sinusoidal en la posicion ¢

De aqui en adelante nuestro interés estara totalmente enfocado en un forzamiento del
tipo
. 2T
F(t) == Asin(Qt), AR, Q= T (2.46)
donde A es la amplitud del forzamiento, €2 su frecuencia y T el periodo. Recordemos que
esta funcién fuerza al término asociado ¢ en (2.7). En este caso no se considerara ningin
forzamiento sobre el momentum p, i.e., G(t) := 0 para todo t € R.

Por otro lado, se considerara al enésimo estado excitado inicial del sistema forzado 1,,(0)
como el enésimo estado excitado de un sistema sin forzamiento |n), es decir, 1,(0) = |n), asi
que de acuerdo a (2.43), la curva de desplazamiento se encontrard inicialmente en ag = 0,
por lo cual zg = 0 = vg. En efecto, como estamos suponiendo las condiciones iniciales
¥n(0) = |n) = I|n) y ademds por (2.43) se sabe que 1,(0) = D,,|n), entonces necesariamen-
te ag = 0. De esta manera, en un inicio la curva de desplazamiento se encontrard en el origen
del espacio de fase y a medida que el forzamiento se haga presente, nos iremos trasladando
fuera del origen. Es asi que el sistema de ecuaciones diferenciales (2.44) queda como

() + wla(t) — %F(t), (2.47)
z(0) = 0, (2.48)
#(0) = 0, (2.49)

el cual corresponde a la EDO que satisface el oscilador armonico clasico bajo una fuerza
externa F'(t). La solucién de esta ecuacion de segundo orden es directa por medio del método
de variacion de constante, asi que su solucion es :

A : .
z(t) = (o — () (wo sin(2t) — 2 sm(wot)). (2.50)
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En cuanto a v(t), estamos suponiendo que G(t) = 0, asi que por (2.44) se sigue que &(t) =
v(t):

AQ

v(t) = m(cos(Qt) - cos(wgt)). (2.51)

Por lo tanto, la funcién de desplazamiento tendra la forma :

A
V2mwoh(w? — Q2)

+ iQ ( cos(Qt) — cos(wmf))) . (2.52)

alt) =

(wo sin(Qt) — Qsin(wot)

Ahora analicemos el comportamiento de esta funcion; ya que al estar directamente relacio-
nada con el operador de evolucion U, del sistema, sabremos como sera el comportamiento
sobre las observables.

Resonancia entre el sistema y el forzamiento

Si analizamos el caso limite wy = €2, es decir, el caso de resonancia entre la frecuencia
natural del sistema y la frecuencia del forzamiento. Logramos obtener la expresién

a(t) = Qh_{rio a(t) (2.53)
B At sin(wot)
B 2/ 2hmwyg wot

donde «,.(t) es la curva de desplazamiento en resonancia. En la Figura 2.2 a) se logra ver
un comportamiento de espiral en la funcién «,(t) sobre el espacio de fase; a medida que
transcurre el tiempo, esta funcién se aleja cada vez mas del origen. Por otro lado, en el caso
sin resonancia, i.e., wg # €2, se puede apreciar de la Figura 2.2 b) que la funcién a(t) muestra
un comportamiento repetitivo en el que se aleja y acerca al origen.

— cos(wot) + 1 sin(wmﬁ)) , (2.54)

Incluso siempre se podra asegurar el comportamiento descrito mas arriba. En efecto, basta
con ver si esta funcion estd acotada:

a2 = Qmth(ig_ 92)2((wosin(Qt)—Qsin(wot))2

+ 02 ( cos(Qt) — Cos(wgt)>2> : (2.55)

como 0 < |cos(Qt)], |cos(wot)| < 1 para todo t € R, resultara que

la(t)]? < 2mw0h(i8 —ory ((wo sin () — Qsin(wot)>2 + 492> (2.56)

A2
2mwoh(wg — Q2)

5 (wg sin?(Qt) + Q2 sin?(wot) + 492> (2.57)
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Figura 2.2: En la figura de linea roja se observa el comportamiento de la funcion de desplaza-
miento a(t) en el espacio de fase. En a) se tiene la resonancia entre la frecuencia natural del
sistema y el forzamiento, es decir, wy = 27 /T = Q. En cambio, en b) resulta un forzamiento
fuera de resonancia, con frecuencias w =27 /T y Q = 5m/2T.

ademéds 0 < [sin(2t)], [sin(wpt)| < 1 para todo t € R, asi que

A?(wi + 50?)

6 . 2.58
Sl 2muwoh(wg — Q?)? (2.58)

Asi la curva «f(t) siempre se encontrard acotada por un disco
B[O,R(Q,A)} — [ C:|2]? < R(Q, A)?), (2.59)

donde el radio R(f2, A) viene dado por

Ao 1502
R(Q, A) Wo £ 5 (2.60)

© V2mwoh|w? — Q2|

es decir, la raiz cuadrada del término de la derecha en (2.53). En la Figura 2.3 se puede obser-
var el borde de este disco sobre la curva de desplazamiento para un caso fuera de resonancia,
ademas es facil notar que este radio disminuye a medida que la frecuencia de forzamiento
Q) se distancia mas de la frecuencia natural wy del sistema. Esto se puede interpretar como
que a medida que la frecuencia del forzamiento se aleja de la frecuencia natural, en principio
menos efectivo se haria el forzamiento o el control sobre el sistema inicial, ya que la curva de
desplazamiento se mantiene bastante cerca del origen; recordemos que en el origen se tiene
al estado en 1,(0) = |n). Ahora bien, si nos encontramos bajo resonancia, es directo que
el radio (2.55) diverge, por lo cual la curva de desplazamiento (2.49) crece indefinidamente,
en otras palabras, el forzamiento en principio deberia ser mucho més efectivo, ya que nos
alejamos cada vez mas del sistema libre o sin forzamiento (origen).
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Im{a(t)}

Figura 2.3: La linea segmentada de color negro corresponde al disco que acota a la curva de
desplazamiento (linea de color rojo) para un caso fuera de resonancia con una frecuencia
natural de wy = 7w /2T y una frecuencia de forzamiento Q = 2x /T .

2.2.3. Esperanzas de los operadores a, a' y N

Ahora veamos si efectivamente la curva de desplazamiento nos ayuda a entender la efec-
tividad del forzamiento. Analicemos los valores esperados de los operadores de aniquilacién
a, creacion a* y numero N , por lo que consideraremos un estado inicial con n excitaciones,
i.e., po = |1n(0))(1,(0)] = |n)(n|. Los célculos los haremos sobre el cuadro de Heisenberg,
es decir

a=a(0) — a(t)=U"al, (2.61)
a' =d"(0) — d'(t)=U"'d'U, (2.62)
N =N(0) — N(t)=UT'NU, (2.63)

donde (Uy)ier viene definido por (2.43). Entonces la esperanza sobre el operador de aniqui-
lacién a un tiempo t es

(a(t)) = Tr(a(t)po)
= > (m|U; " aUypo|m). (2.64)

meENy

El estado py sobre |m), actia como |n)(n|m) = d, ,|n), asi que

(a(?)) n|U; "ali|n)

nlaln) + (nla(t)[n), (2.65)
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ademds aln) = y/njn — 1)
(a®)) = vnlnln 1) + a(t)(n|n)
= aft). (2.66)
El calculo es analogo para el operador de creacion, de esta manera
(al (1)) = a(t)" (2.67)

Esto nos dice que el ascenso y descenso en los niveles de excitaciones del sistema forzado
esta directamente relacionado con el crecimiento de la curva de desplazamiento. En cuanto
al operador ntimero

(N(t) = Te(N(t)po)

{
{
= (l(a’ +a(®)) (a+a@®)n)
(nlataln) + a(t){nla’|n) + a(t)*(nlaln) + [a(t)]*(n|n)
(]Y> + a(t)Vn + Lnln + 1) + a(t)*vn{nln — 1) + |a(t)|?
(N) + ), (2.68)

A~

es decir, el nimero de excitaciones inicial (V) crece en el tiempo de acuerdo al médulo de la
curva de desplazamiento. Si nos encontramos en resonancia, este puede ser expresado como

(No() = (N) + | (1))
= (N)+ A <(Sm(w0t)—tcos(wot)> +t28in(w0t)2>

Smwgh wo
. A% [sin(wet)?  tsin(2wot)
= (N — 2
(N} + Smwoh < wi Wo * ’

(2.69)

por lo cual, hay un crecimiento cuadratico con pequenas oscilaciones producto de los términos
sinusoidales. En la Figura 2.4 a) podemos observar este crecimiento en resonancia, mientras
que en la Figura 2.4 b) se aprecia un crecimiento mas lento cuando nos encontramos fuera
de resonancia, ademas en los dos casos nos encontramos que la amplitud del forzamiento es
proporcional a (N(t)). Por lo tanto, efectivamente el forzamiento sobre el sistema se puede
analizar observando el comportamiento de la curva de desplazamiento; ya que a medida que
nos alejamos del origen, es decir, cuando mayor sea el modulo de la curva de desplazamiento,

mayor seran las excitaciones del sistema.
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Figura 2.4: En estas imdgenes nos encontramos bajo un sistema inicialmente en py = 0)(0],
es decir, sin excitaciones. En a) se aprecia el comportamiento creciente de la del valor espe-
rado (N(t)> de excitaciones en el tiempo, cuando el forzamiento se encuentra en resonancia
con el sistema; en este caso se logra observar el comportamiento cuadratico que anticipaba
la ecuacion (1.59). Mientras que en b) se tiene la misma funcion fuera de resonancia, donde
wo =TT y Q =27/T; aqui predomina un comportamiento cuasi-periédico. Ademas note-
mos que en el primer caso se tienen valores entre [0,500] y en el sequndo entre [0,4] bajo
un tiempo entre [0,50], es decir, el forzamiento en el caso fuera de resonancia no es tan
efectivo.

2.2.4. Overlaps

Ahora que sabemos que el enésimo estado del sistema evoluciona como
¢n(t) _ e—iS(t)/hDa(t)e—th/h|n>’

quisiéramos saber que tan probable es que luego de haber dejado pasar un tiempo, el sistema
se encuentre en un estado sin excitaciones |0), en otras palabras, saber la probabilidad de que
el sistema pase de un estado inicial de n excitaciones a uno de 0. Por lo que a continuacién
nos enfocaremos en calcular la probabilidad de que esto suceda y luego analizaremos bajo
que condiciones esto podria suceder. Asi que la idea estd en calcular P,(t) = [(0|¢,(2))[?, ya
que sabemos que en un inicio nuestro sistema se encontrara en una combinacion de estados
excitados |n), acompanados de un escalar que representa la probabilidad cudntica de que
este evento suceda, pero luego de dejar pasar un tiempo, estas probabilidades cambian, asi
que esa es la razon para calcular el modulo al cuadrado del producto interno entre el estado
evolucionado ¥, (t) y el estado sin excitaciones |0). Entonces

O[gn(t)) = (0l 5O " Dyye™""n), (2.70)

ahora bien, como H es el operador Hamiltoniano del oscilador armonico sin forzamiento,
sabemos que

—iHt/h

e In) = e "Fnt/Mn), (2.71)

por lo que
On(t)) = e O Ent0| Dy [n), (2.72)

recordemos que el operador desplazamiento D, sobre un estado |0) lo transforma a un
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Figura 2.5: En la primera figura nos encontramos bajo el comportamiento de Py(t), mientras
que en b) se exhibe Ps(t), es decir, la probabilidad en el tiempo de encontrar al estado con 0 y
5 excitaciones respectivamente, sabiendo que inicialmente py = |0)(0|. En la linea segmentada
negra se aprecia el caso en el cual la amplitud de forzamiento es A = 0,00001, mientras que
en la curva azul se tiene A = 0,1, en otras palabras, la linea segmentada nos muestra el caso
en que es probable que el estado inicial se mantenga iqual, mientras que en la azul el sistema
wmictal se ve apreciablemente forzado. Ademas los dos casos estin bajo resonancia, ya que
en caso contrario el comportamiento es similar a la linea segmentada.

estado coherente |a), ademas todo estado coherente se puede escribir como una combinacién
de estados excitados de la forma

—lal2? a™
o) = e P2 37 fm),

meENy

dejando a (2.67) como

__—iS()/h,—iBat/h_—la(t)[2/2 (a(t))"
(0]4n (1)) e e e n;m—m (m|n), (2.73)

sabemos que cada |n) esta siendo representada por la base candnica de [*(N) sobre C, de
esta manera resulta que (m|n) = d,,,. Es asi que solo sobrevive el enésimo término de la
serie, obteniendo

—1 L, —1 1, —|a a(t) )"
O (t)) = —e SW/hemibnt/he] Wﬂ%. (2.74)

Ahora solo nos queda aplicar el médulo al cuadrado para obtener la probabilidad deseada

2
Pa(t) = [0[¢n(t))]

1
= —a(t)PreOF, (2.75)

n!
que no es otra cosa que la distribucion de Poisson. Notemos que en tal expresiéon se encuentra
el médulo al cuadrado de la curva de desplazamiento, y por (2.63) podemos observar que
este valor se puede interpretar como el valor esperado del operador numero N para un estado
preparado py = |0)(0], es decir, es el nimero probable de excitaciones que habran en el tiem-
po para un sistema preparado inicialmente sin excitaciones. Por lo que si aplicamos lo que
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Figura 2.6: En la curva segmentada negra se aprecia el comportamiento de la probabilidad
P,(t1) para un tiempo fijo t; = 50, mientras que la curva roja es para t; = 80. Los puntos
huecos de las curvas corresponden a la probabilidad de que aparezca ese enésimo estado
excitado. Esto nos muestra que a medida que pasa el tiempo, es menos probable que el sistema
se vea forzado a saltar a un estado de mayor excitacion. Cabe mencionar que estas curvas
son para el caso resonante y con una amplitud A = 0,1.

sabemos de la distribucién de Poisson, estamos calculando la probabilidad de encontrar n
excitaciones en un cierto tiempo ¢, sabiendo que se espera que en dicho tiempo se encuentren

(N(t)) = (0|N|0) = |a(t)|? excitaciones.

Si nos enfocamos en estudiar esta probabilidad bajo el caso resonante, sabemos que el
modulo al cuadrado de la curva de desplazamiento tiene la forma

| (1) * = & (Sin(wot)2 _ fsin(Zuot) +t2>. (2.76)

8mwoh w3 wo
Si en un principio nos centramos en estudiar la probabilidad de encontrar cero excitaciones
luego de haber dejado pasar el tiempo, resultara que

Py(t) = e lwr®P
= 1—la; () + O(lar(t)]"), (2.77)

entonces si la amplitud A del forzamiento es muy cercana a cero, se tendra que

es decir, el estado inicial se mantiene inalterado para todo tiempo ¢t € RJ. Esto se logra
apreciar en la linea segmentada negra de la Figura 2.5 a). En cambio si A es apreciable, la
probabilidad disminuye exponencialmente con pequenas oscilaciones por la naturaleza del
forzamiento, esto se puede observar en la curva azul de la Figura 2.5 a). Si nos detenemos a
estudiar la probabilidad en el tiempo de que el estado se encuentre con n # 0 excitaciones,
se observa en la Figura 2.5 b) que para una amplitud A = 0,1 su comportamiento es el de
una campana, que crece a medida que el tiempo transcurre, para luego alcanzar un méaximo
e inmediatamente decrecer hasta 0. Ademas a medida que se requiera una mayor cantidad
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de excitaciones sobre el estado inicial, la probabilidad de que este alcance dichas excitaciones
sera cada vez menor. Para eso basta con notar que en (2.70) para un ng lo suficientemente
grande se tendra que P,(t) > P,41(t) para todo n > ng con t fijo; es directo analizando el
termino factorial que aparece. En la Figura 2.6 se logra apreciar este comportamiento, donde
podemos encontrar dos curvas, cada una para un tiempo fijo; por orden temporal tenemos
a la curva segmentada negra, que nos dice que tan probable es encontrar algtin estado n si
en un inicio tenemos 0 excitaciones, mientras que en la curva segmentada roja se hace notar
que la probabilidad de alcanzar alguno de esos estados aun mayores es menor.
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2.2.5. Representacion de Floquet

Como hemos dicho al comienzo de este capitulo, el teorema de Floquet fue hecho para
operadores definidos sobre espacios vectoriales de dimension finita, por lo cual nada asegura
la existencia de esta representacién para espacios de dimension infinita.

Contraejemplo

Es mas, supongamos la existencia de los operadores P(t) y H tales que U = P(t)e_m/ h
Basta que analicemos el valor esperado de N en el tiempo para demostrar que no siempre
podremos encontrar esta representacion. En efecto, primero notemos que

w(t) = Un(0)
= P(t)e My, (0), (2.79)

pero bajo la suposicién de la existencia de estos operadores, sabemos que 1, (t) = e~*n*/"¢, (t),
por lo cual 9,,(0) = ¢,(0), con esto (1.79) queda como

U(t) = P(t)e "¢, (0), (2.80)
ademés como H¢,(0) = €,¢,(0), se obtiene
() = P(t)e " /"$,(0). (2.81)

De esta manera, el valor esperado de N en el tiempo es
(N(@) = (@(O)IN]e(1))
= (GuO)]e " P(1) Ne M P(1)|6,(0)
= (60| P(t) ' NP()]$n(0)). (2.82)

Ahora bien, como P(t) es T-periédico, se tendrd

(N®) = (6a(0)|P(t) ' NP(t)]64(0))
= (n(0)[P(t + T)'NP(t + T)[n(0))

= (N(@+T)), (2.83)

es decir, <N (t)) es una funcién T-periédica. Pero esta es una contradiccion, ya que bajo las
condiciones iniciales 1(0) = 1,,(0) = |n), se observa que el valor esperado de dicho operador
no cumple esta condicion, basta observar (2.68) junto a (2.52).

Invalidez del teorema de Floquet

Si nos centramos en encontrar y estudiar la falla en la validez del teorema de Floquet
para nuestro caso. Notemos que en la demostracion del teorema [8] se construye una matriz
C' a partir de la matriz fundamental ®(¢), es decir, se define

C:=ot) 't +1), (2.84)

el cual es invertible e independiente del parametro temporal ¢, luego partir de C se crea
la matriz periédica P(t), construyendo asi una representacién de Floquet. Ahora bien, si
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construimos un operador ®(¢)"'®(¢ + T') bajo nuestro caso, podemos demostrar que en
general es dependiente del tiempo. En efecto, sea

D(t) = e SWMD, e HUN, (2.85)

para una funcién de desplazamiento «(t) con condiciones iniciales arbitrarias. Asi resultara
que

- H(t+T)+S(t)—S(t+T))/h

) 'Ot +T) = 6th/hD7a(t)Da(t+T)€_ ( (2.86)

Nos focalizaremos en calcular el producto interno de (2.86) bajo vectores de la base canénica
{In) }nen, y Observar que ocurre con al dependencia temporal. De esta manera, dado n,m €
Ny tales que n > m, resultara

(@) Bt +T)m) = (n|D_a@Dagrrr)|m)e SO DT EEm)i=EnT)/h (9 87)
Recordemos que el operador desplazamiento cumple la identidad
D_atyDagesr) = €Dy, (2.88)
donde
Et) = (at+T)alt) —alt+T)at)/2 v a(t):=alt+T)— aft), (2.89)
entonces (1.87) nos queda
(n|®(t)r0(t + T)|m) = (n|D@(t)|m)eﬁ(t), (2.90)
donde se ha definido
B(t) :=—i(S(t) = St+T)+ (E, — Ex)t — E,T)/h+£(t) (2.91)

con el unico propdsito de ahorrar términos. Ahora bien, si descomponemos al operador
desplazamiento como en (2.23), se tendréd que

(n|®()1D(t + T)|m) = (n|e®D =00 a|y)fO-1a®P/2, (2.92)

Al descomponer a los operadores exponenciales en su forma de serie, vamos a obtener

la () 0t + T)jmy = O-orr2 ™ 3 SO ) (209)
leNg k€N o

Ahora bien, como aln) = \/n|n — 1), la igualdad (2.93) queda como

(n|®(t) 'Ot + T)m) = HOIa0F/2 i i () (=a(t)")*

k!
1=0 k=0

o 1/2 o 1/2
x mw(m) (W) m— k), (2.94)

como (n — llm — k) = 81 m—k, se desvaneceran todos los términos | # k +n — m, asi que

(n|®() " B(t + T)m) = PO-Ia®P/2 Zm:(_n

k=0

L la))Fat) v nim!
(k+n—m)!(m— k)k!

(2.95)
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Si nos detenemos en el caso m = n, obtendremos que

(n|®(t)" Dt + T)|n) = eﬁ<t>la<t>l2/2zm:(—1)k (Z) 'O‘%—?'% (2.96)

k=0

el cual resulta ser la forma de los polinomios de Laguerre de orden n, es decir,
(n|®(t)'®(t +T)|n) = eﬂ(t)_lo_‘(t)|2/2Ln(|d(t)|2). (2.97)

Asi que al analizar al operador ®(¢)~'®(¢t + T') bajo la base canénica {|n)},en,, este serd
una matriz semi-infinita dependiente del tiempo con componentes de la forma (2.95) para el
sector triangular superior, (2.97) para la diagonal y para la parte triangular inferior basta
con hacer un calculo analogo al hecho més arriba, pero para el caso m > n, obteniendo

(0 00+ Tmy = A0y Sy TR0 D

k=0

(2.98)

Observacion 8. Si a(t) = 0 para todo t € R, es decir, a(t) es una funcion T—periddica,
entonces la solucion fundamental ®(t) tiene una representacion de Floquet.

Demostracion. En efecto, bajo esta suposicion, el operador (1.86) queda como
@(t)—lé(t + T) — e—i(HT-f—S(t-i-T)—S(t))/ﬁ’ (299)

donde con un poco de trabajo es posible notar que los exponenciales no dependen del tiempo.
En efecto,

S(t+T)—S(t) = / - L(t)dt — / L)

— / - L(t')dt'. (2.100)

El Lagrangiano de la forma (2.34) que estamos integrando se convierte en una funcién pe-
riddica en el tiempo por herencia directa de la funcién «(t), es asi que la integral queda
como

T
S(t+T) - S(t) = / L()dr, (2.101)
0
por lo tanto

es decir, es un operador constante en el tiempo. Con esto definiremos al Hamiltoniano de
Floquet como

_ 1
H = H - —5(1) (2.103)

con la base de Floquet ¢,, = |n) tal que
1

Hou = (H = ZS(T))n)
= (B~ ST)ln)
= (B ST, (2.10)
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es decir, los autovalores o cuasi-energias ¢, tendran la forma
1

€ = FE, — TS(T). (2.105)
Ahora bien, por medio de H, es posible construir al operador P(t) como
P(t) := ®(t)e /", (2.106)
de esta manera, remplazando (1.85)
P(t) = e SOMD, . (2.107)
donde
5() = S(t) — %S(T). (2.108)

Este operador P(t) claramente es T—periddico. Por lo tanto, si la curva de desplazamiento
es T'—periddica, podemos asegurar la existencia de una representacion de Floquet para la
solucién fundamental ®(¢). O

Gracias a esta observacion, es posible construir otra representacién para el operador de
evolucion del sistema, como se aprecia a continuacion.

Observacion 9. Si a(t) = 0 para todo t € R, entonces el operador U; también cuenta con
una representacion de Floquet.

Demostracién. Recordemos que Uy = ®(¢)®(0)~!, asi que
U, = P(t)e " p(0)~", (2.109)
pero por (2.107) se tiene que P(0)~! = D;(lo). Con esto (1.109) queda como
U, = P(t)e ™D

- —iHt/hay—
= P(t)Da(lo)Da(O)e Y Da(lo)’

de esta manera, redefinimos a los operadores H y P(t) para U; como
_ 1
o -1
H := Do) D, — TS(T) (2.111)
P(t) = e D, DL (2.112)

(2.110)

aunque podriamos expresar al primer termino de (2.111) como

1
Do, HD;! = g (DaOaTaDa_01+§]1>

= hwo((aT —aog)(a—ap) + %]I)

1
— hwo (cTc + 511) (2.113)
donde c y ¢! son los operadores de creacién y aniquilacién desplazados un término propor-
cional al operador identidad, es decir
¢ =a —af = DaoaTD(;Ol y ¢:=a—ay=DyaD,], (2.114)
de esta manera, a (2.111) lo reescribimos como

i 1 1
.: foo ) — —
H = hw, (e ¢+ 2]1) #S(TDL (2.115)

Por lo tanto, bajo la periodicidad de la curva de desplazamiento «(t) también es posible
obtener una representacién de Floquet para el operador de evolucién U, O
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Cuasi-periodicidad de a(t)

Las funciones z(t) y v(t) de la curva de desplazamiento a(t) para el forzamiento (2.46)
hasta el momento han sido resueltas bajo el sistema (2.47) con las condiciones iniciales
x(0) = 0 = v(0), pero en general si no especificamos estas ultimas, la solucién general es

Asin(Qt) AQ sin(wot)
z(t) = =0 + (Uo (= Q2)> o + ¢ cos(wot) (2.116)
y por lo tanto,
AQ cos(Q2t AQ .
o(t) = e —<Q2_)) + (Uo - m) cos(wot) — xowo sin(wot). (2.117)

Podemos apreciar que estas funciones no tienen periodo 7', ya que corresponden a una com-
binacién de distintas funciones trigonométricas con sus respectivas frecuencias. Sin embargo,
es posible que bajo ciertos valores de estas frecuencias, las funciones de arriba logren una
periodicidad; cuando existen comportamientos de este estilo, se le suelen llamar funciones
cuasi-periédicas [2]. Ahora bien, como z(t) y v(t) presentan este comportamiento, es claro
que la curva de desplazamiento «(t) también lo hara.

Periodicidad de «(t)

Recordemos que la condicion inicial del enésimo estado excitado del sistema es de la forma
¥n(0) = Dyy|n), es decir, la condicién inicial ag de la curva de desplazamiento esta directa-
mente relacionada con la condicion inicial del sistema inicial de estudio. Por lo que si prepa-
ramos el sistema en un estado con una cantidad fija de excitaciones py = [1,,(0)) (1, (0)| =
Da,|n)(n|D,}, las condiciones iniciales que se impongan sobre la curva del desplazamiento
estaran dadas por las condiciones iniciales que preparamos para el sistema.

Nada nos impide que en un comienzo el sistema se encuentre bajo otras condiciones. Si
tomamos un ejemplo sencillo [14] en el cual se imponga

0 AQ (2.118)
Ty = Vg = ———— .
0 Yy 0 m(w(% — Q2)7
obtendremos funciones de la forma
Asin(Q) AQ Q
x(t) = Sin(€) _ Aftcos(S) (2.119)

mw? ) Y = ey

que claramente son T-periddicas. Ademas como se logra apreciar en la Figura 2.7 a) la curva
de desplazamiento tiene un movimiento ciclico, lo que permite que el operador de evoluciéon
del sistema forzado pueda ser representado en la forma de Floquet. Si ahora nos detenemos
a observar el valor esperado en el tiempo de algiin observable, como N. Por (2.68) resultaria

(RO =5+ 5

(wg sin(Qt)? + Q2 cos(Qt)2>. (2.120)

En la Figura 2.8 se logra ver la periodicidad del valor esperado en el tiempo del nimero de
excitaciones del sistema.
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Figura 2.7: En a) se observa el comportamiento de elipse de la curva de desplazamiento
para condiciones iniciales dadas por (2.118), que transforman a «(t) en una funcion T'-
periddica. En b) se tiene el comportamiento de la curva de desplazamiento para frecuencia
del forzamiento Q = 5 /T y wy = 2w /T, es decir, cuando dichas frecuencias son maltiplos
racionales, en los que se tiene una representacion de Floquet.

Por otro lado, como se dijo anteriormente, en general la curva «(t) es cuasi-periédica, pero
podriamos encontrar valores especificos para las frecuencias involucradas que nos permita
volverla T-periddica; bastara con dejar a la frecuencia del forzamiento {2 como un multiplo
racional de la frecuencia natural wq del sistema, i.e., existen kg, k1 € Z tales que

271']{70 271']{71

T == 2.121
o a (2.121)

Si analizamos las funciones z(t) y v(t) bajo este supuesto, es directo que son T-periddicas
y por lo tanto, existen H y P(t) de la forma (2.115) y (2.112) respectivamente, tales que
U; = P(t)e . En la Figura 2.7 b) se aprecia a la curva de desplazamiento para frecuencias
proporcionales.

0 5 10
tw,

Figura 2.8: Esta curva representa la forma de la funcion (N(t)> en el tiempo, dado para
condiciones iniciales (2.118). Se puede ver que de acuerdo a (2.80), esta funcion tiene un
comportamiento periodico.

43



2.2.6. Cuasi-energias

En la seccién anterior observamos que habran al menos dos casos en los que el operador
de evolucién bajo un forzamiento del tipo (2.38) tiene una representacién de Floquet. Ahora
nos centraremos en encontrar sus respectivas cuasi-energias; lo haremos para el caso en que
la frecuencia del forzamiento es multiplo racional de la frecuencia natural del sistema, pero
bajo condiciones iniciales apropiadas, es decir, bajo un estado inicial py = |0)(0[; que es
equivalente a xg = 0 = vy.

Recordemos que estas cuasi-energias corresponden a los valores propios (€,)nen € R del
Hamiltoniano de Floquet H bajo la base de Floquet (¢,)nen. Como el Hamiltoniano de
Floquet tiene la forma (2.115); la cuasi-energia €, para el operador de evolucién satisface la
misma expresion que la obtenida para la matriz fundamental en (2.105). En efecto, basta
observar que el estado inicial satisface cfcip,(0) = n,(0), ya que como a'a|n) = n|n) y
ademas 1, (0) = D,,|n), entonces

ey, (0) = DaoaTaD;OIDa0|n>
= D,.a'aln)
nDq,|n)
i (0), (2.122)

y ademds como ¥, (0) = ¢, de (2.115) se tendra que

Ao, = <hw0 (cTc n %11) - %sm) 6 (0)

= <hwo (n + %) - fS(T)> o (2.123)

asi que la enésima cuasi-energia es

€n = hwo(n—l— %) - %S(T).

Ahora solo nos queda calcular la integral S(T'). Si desarrollamos el Lagrangiano (2.45) con la
ecuacion (2.47), bajo el forzamiento F'(t) = Asin(Q2t) y G(t) = 0 para todo t € R, resultara
que

_ A%sin()
2muwo(wd — Q?)

L(t) (wp sin(Qt) — Qsin(wot)), (2.124)

luego integrando sobre [0, 7. La funcién S(t) evaluada en ¢t = T adopta la forma

A2

Sit) = ——— 2.125
®) dm(wd — Q2) ( )
de esta manera la enesima cuasi-energia de nuestro sistema serd
1 A?
n = hw ( —> —_——. 2.126
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Figura 2.9: En estas dos imadgenes se observan /4 cuasi-energias versus la amplitud del for-
zamiento; en a) se tiene un caso fuera de resonancia en el que la frecuencia del forzamiento
se distancia bastante de la frecuencia natural. En b) tenemos una frecuencia de forzamien-
to cercana a la frecuencia natural; aqui la cuasi-energia aumenta de manera considerable a
medida que aumenta la amplitud del forzamiento.

Notemos que esta cuasi-energia resulta la suma de los posibles valores de energia que
tendrd un sistema armoénico libre E, = fuvg(n + 1/2) més un término adicional que co-
rresponde a la contribucién del forzamiento sobre el sistema. Ademas si la amplitud del
forzamiento es cero, i.e., A = 0, entonces la cuasi-energia coincide con la energia F,,, lo cual
tiene sentido, ya que en tal caso no habra forzamiento sobre el sistema y el operador Ha-
miltoniano de Floquet H (2.70) serfa igual al operador Hamiltoniano del sistema arménico
libre (2.28). El comportamiento de esta cuasi-energia versus la amplitud se logra apreciar
con mas detalle en la Figura 2.9. En ese caso si la frecuencia del forzamiento se encuentra
bastante alejada de la frecuencia del sistema (2, la cuasi-energia es practicamente igual a la
energia del sistema sin forzamiento como vemos en Figura 2.9 a), mientras que en la Figura
2.9 b) se aprecia el comportamiento cuadrético si la frecuencia del forzamiento es mucho
mas cercana a la frecuencia natural.
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Capitulo 3

Oscilador Armonico Cuantico Forzado
y Amortiguado

Ahora que sabemos como estudiar un sistema armoénico cuantico bajo un forzamiento
externo periddico en el tiempo. La siguiente etapa consiste en abrir tal sistema a un ambiente,
de tal manera que se disipe energia propia del sistema; la gracia esta en que ahora contamos
con este control externo, que nos permite mantener o incluso aumentar tales excitaciones a
pesar de la perdida de energia. Por lo que, a lo largo de este capitulo, vamos a obtener y
estudiar un semigrupo que nos ayude a entender la dinamica de los observables a lo largo del
tiempo; esto lo haremos obteniendo una expresién explicita para el generador infinitesimal
de tal semigrupo, para luego estudiar el comportamiento del valor esperado del operador
nimero que nos dird que es lo que ocurre realmente con las excitaciones del sistema de
estudio.

3.1. Ecuacion de Lindblad bajo un Hamiltoniano pe-
riodico

El objetivo de este capitulo serd realizar una derivacién para el generador infinitesimal
del semigrupo que nos permitird estudiar la dinamica del sistema S abierto a un reservorio
R . Esto lo haremos bajo una serie de aproximaciones fisicas que se iran presentando a lo
largo del trabajo, correspondientes a lo que se conoce como weak coupling limit [16], es decir,
vamos a suponer que el sistema se encuentra débilmente acoplado al ambiente.

A nuestro sistema expandido § 4+ R le asociaremos un espacio de Hilbert H = Hs @ Hr,
donde Hg corresponde al espacio de Hilbert para el sistema reducido S'y Hz al espacio del
ambiente R. Por lo cual, el estado de este vendra dado por el operador densidad oy € 2 (H),
donde t € R. De esta manera, es posible definir al estado del sistema de interés p; € 2 (Hs),
por medio de la traza parcial en o; sobre el espacio Hg, i.e.,

pr = Trg(oy), (3.1)

asi aplicaremos en el operador o; la traza sobre cualquier base de Hg, para obtener el estado
p; del sistema S. De acuerdo al postulado 4, la dindmica del estado o; esta dada por la
ecuacion de Schrodinger

. d
zhaat = [H(t), 04, (3.2)
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donde H(t) corresponde al operador Hamiltoniano dependiente del tiempo del sistema ex-
pandido § + R, definido como

H(t) := Hs(t) ® Ig + Is ® Hr + H, (3.3)

donde Hg(t) es el operador Hamiltoniano dependiente del tiempo para el sistema reduci-
do, Hy es el operador Hamiltoniano asociado al ambiente y H; el operador Hamiltoniano de
interaccién entre S y R, i.e., representa la energia de interaccion entre estos dos subsistemas.

Entrando al problema que nos convoca, hasta ahora hemos estado trabajando con un
oscilador arménico cuantico forzado periddicamente por un agente externo. Lo que haremos
a continuacion sera abrir este sistema a un bano término a temperatura ambiente, de tal
manera que en general la energia se pueda perder a lo largo del tiempo. Entonces al igual que

el capitulo anterior, seguiremos trabajando bajo el espacio Hs = [*(N) y con un Hamiltoniano
(0.1), es decir,

Hs(t) = hwy <aTa + %H3> +af(t)+al f(t).

En cuanto al espacio que asociaremos al ambiente, este serd Hr = &Q) e [*(N) donde el
conjunto J es contable. De esta manera, tendremos una cantidad infinita numerable de
osciladores arménicos con sus respectivas frecuencias (w;);es tal que cada operador de ani-
quilacién y creacion asociado serd de la forma

bj = ]11®...®ij1® a ®]Ij+1®..., (34)

Jj—ésimo

J

bT = H1®...®Hj_1® CLT ®Hj+1®..., (35)

j—ésimo

donde I; corresponde al operador identidad del j-ésimo espacio [*(N) del ambiente. Con esto,
se define al operador Hamiltoniano Hxz como

Hp :=hY _w;blb, (3.6)

JjeJ

y al estado del ambiente [7]

0= H e—hwibjbi/KBT(l o e—hwi/KBT% (3.7)

el

donde la productoria [ lo entenderemos como el producto tensorial, K es la constante de
Bolztman y T' la temperatura del ambiente. En cuanto al Hamiltoniano de interaccién, este
lo definiremos como

Hy = h(a+a') @ () bk; + k), (3.8)

jeJ

donde (k;)je; C C son las constantes de acoplamiento entre el oscilador del sistema y el
j-ésimo oscilador del ambiente.
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3.1.1. Derivacién del operador de Lindblad

Lo siguiente seréd obtener al operador de Lindblad; este nos permitira generar al semigrupo
encargado de la dindmica del oscilador arménico forzado bajo este bano térmico. Partiremos
retomando la ecuacién de Schrodinger (3.2); para simplificar calculos vamos a trabajar bajo
el cuadro de interaccién, por lo que introducimos al mapeo i, sobre %(H) como

Z/_{t(A) = UtAUt_l s Z/_{t_l(A) = Ut_lAUt7 (39)

donde U, := U, ® U, y U, con U, son operadores unitarios generados por Hs(t) y Hgp
respectivamente, i.e.,

U, = e’s(t)/hpa(t)efim/h@;ol Y a = e R, (3.10)

De esta manera, por la proposicién 1, la ecuacion (3.2) bajo el cuadro de interaccién queda
como

L d 7 _
Zh%‘” = [Hy(t), 4] (3.11)

Si integramos esta ecuacién en el intervalo [0, ¢], resulta que

.t
Gy = o — 1/ [H,(s),5,)ds, (3.12)
h Jo
luego remplazemos esta ecuacion en (3.11), por lo cual
d oo Lt
—0y = [H(t),00] — 55 [ [Hi(t),04]]ds. (3.13)
dt R? Jo

Ahora si aplicamos la traza parcial sobre Hy, para obtener una expresién para el operador
densidad de S, nos queda

%ﬁt = Trg ([I_{I<t)7(_7o]> _ %/Ot Trr ([Hl(t), [ﬁ[(s),ﬁs]Dds, (3.14)

Asumiremos que la primera expresién al lado izquierdo de la ecuacién se anula, es decir,
Trr([H;(t),00]) = 0, asi nos queda

%pt _ _% /Ot Trw ([Hr(0), [Hi(s), 0.]))ds. (3.15)

Aproximacion de Born y Markov

Ahora haremos la primera aproximacion, supondremos que la interaccion entre el sistema
y el reservorio es muy débil, de esta manera la influencia del sistema en este ambiente es
pequena. Con esto el operador densidad del reservorio g; se ve afectado de manera insignifi-
cante por tal interaccion, entonces el estado del sistema—reservorio a un tiempo t, se asumira
de la forma

0t = pr ® 0, (3.16)
esta hazana es conocida como la aprozimacion de Born [7][23], por lo cual (1.15) queda como

9h=— / T ([H:(0). [A1(9). 5. 8] ) ds. (3.17)
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Otra suposicién que haremos a la hora de abrir el sistema, es que su estado no podra depender
de la informacion pasada, ya que el ambiente absorbe y olvida rapidamente la informacién
que este entrega, por lo cual es practicamente improbable que dicha informacién vuelva luego
de un tiempo. Este tiempo que le toma al reservorio en olvidar la informaciéon obtenida de &
la llamaremos tiempo de correlacion y la anotaremos por 7¢, asi que de acuerdo a lo anterior,
se tendrd que el tiempo de correlacién debe ser mucho menor al tiempo que le toma al
sistema evolucionar, i.e, 7¢ < 7s, donde 75 es el tiempo en el cual el sistema tiene un cambio
apreciable. Entonces de acuerdo a lo anterior, se hara el cambio

Ps = Pt (3.18)
sobre la ecuacién (3.17). Con esto la variacion en el tiempo del estado del sistema no depende
de la acumulacion de informacion pasada, por lo cual obtenemos

d I

i’ = i ),
esta aproximacién es conocida como aproximacion de Markov. Ahora haciendo el cambio
s—>t—1t

Tra ([Hi(6), [Hi(s), 5o @ 2] ) ds. (3.19)

d_ 1 t
a” " T,
Asumiremos que el tiempo ¢ serd del orden de 75 y que ¢’ de la integracién estara dominado

por muchos 7¢, de esta manera podemos extender la integral hasta infinito

=1 [ Tom (10 Frte = ). 0] ) (3:21)

Te ([H:(2), [r(t = 1), o0 @ o] )’ (3.20)

Conmutadores de la integracion

Por conveniencia cambiaremos al primer término del conmutador de (3.21) por su adjunto,
es decir,

[Hi(t), [Hi(t = 1), pe @ 0]] = [Hi (t)", [Hi(t — ), o @ 2], (3.22)

esto lo podemos hacer ya que H; es autoadjunto y por lo tanto es directo que H;(t) también
lo es. Ahora si desarrollamos estos dos conmutadores

[F[I(t)T> [[_{I(t - t/)a ﬁt & @]:| = [Hl(t)Tv Hl(t - t/)ﬁt X @ - ﬁt & @ﬁ[(t — t/)]
= Hjt)H(t—t)p ® o — Hi(t —t)p, ® oHJ(t)
+ h., (3.23)

donde h.c son los términos adjuntos o hermitico conjugado. Ahora aplicando la traza parcial
con respecto al espacio Hg, se obtiene

Tep ([H(0LHi(t =), 009 d]]) = Tee ([0 Hilt =) @ d])
+ Trgr(h.c). (3.24)
Para ahorrar espacio, escribiremos al Hamiltoniano de interaccion (3.8) como Hy = A ® B,

donde A =a+a'y B=>Y et bik; + b;rk]* Se sigue que en el cuadro de interaccién este
queda como

Hi(t) = U(Hy)
U, AU @ U,BU;
A(t) ® B(t), (3.25)
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de esta manera, podemos escribir a (3.24) como

Tep ([Hi (1), (it =), @) = Tor ([A®) @ B@), At — ) @ B(t - )3))

+ h.c

= AWW)A(t —t)p, Trr(B(t) B(t —t')0)

— A(t —t)p A(t) Ter(B(t — ')oB(1))

+ h., (3.26)

tYoB(t)") = Trr(B(t)'B(t — t')0) y ademas, escri-
—t

como la traza es ciclica, i.e. TrR(B(é
) 0), se tendra que

biendo (B(t)IB(t — t')) = TrR( (t)'B(t —
Ter([Hi(O [Hi(t = 1), o) = [A@®)T At —t)p)(Bt) B(t — 1))
+ h.c. (3.27)
Observacién 10. Notemos que la funcion r(t,t') = (B(t)!B(t—t')) de correlacién del bano,
es independiente del tiempo t.

Demostracion: Desarrollemos la expresién r(t,t') como sigue

r(t,t') = Trr(oB'(t)B(t—1t)
= TI'R(Qﬁt_lBﬁtﬁtii/BUt_t/)
= Trg(U,_poU/BUU] ,B). (3.28)
Ahora bien, como g es independiente del tiempo, de acuerdo a la ecuacién de Schrodinger

se tendré que [0, Hg| = 0. Esto nos lleva a que el operador de evolucion U, conmuta con el
estado del ambiente, i.e., [0, U;] = 0 para todo ¢t € R, asi que

T(t,t/) = TI'R(QUt_t/Ut_lBUtUt__ltlB). (329)

Si agregamos el término U,U-! = I para cualquier 7 € R, entre los términos Ut_t/Ut_l y
UtU ., se obtiene

T’(t,t/) = TrR(QUt—t’—i-T[jtjrlTBﬁt—{-TUt;T t’B) (330)

ahora ocupando nuevamente [o, U;] = 0, resulta
r(t,t) = Trr(U_ t'+TQUt11TBUt+rUt+lT +B)
= TI'R(QUt+TBUt+TU L t/BUt—t’—l-T)
= Trr(eB'(t +7)B(t + 7 —s))
= r(t+r,t) (3.31)

Por lo tanto, r(t + 7,t') = r(t,t') para todo 7 € R.
[

Observacién 11. Como r no es dependiente del tiempo t, anotaremos a tal funcion como
r(t,t")=r{t—(t—=1t)) =r(t). Ademds notamos que r*(t') = r(—t').
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Demostracion:

P () = Ter(eB()B(t - 1))

- TrR< (t — ) B(t)o)

— Trr(eB(t— ) B(t))

= r(t—t —1t)

—— (3.32)

Por lo tanto, el conjugado de la funciéon de correlacion solo cambiara en el signo de la
diferencia temporal entre B(t')T y B(0). O

Ahora remplazando (3.27) en (3.21)

d _ 1 [

—p= ([A(t)T,A(t — a(B() B(0)) + h.c.)dt'. (3.33)

Ahora vamos a descomponer los operadores A(t) y A(t—t"). Recordemos que estos se encuen-
tran bajo el cuadro de interaccién, por lo que debemos aplicar el mapeo (3.9) al operador
A=a+al. Asf que

A(t) = U'AU,
’Daoeth/h’Doc(t) (Cl + aT)Da(t)efth/hrD;OI
= DyeMa+al +alt) + alt))e /DL (3.34)

Si ocupamos la identidad [20]
1
e“De = D+ [C,D] + o1 51C.[C, D] + (3.35)

para C, D € B(H), resultard que
1

eHthge=tlth — o 4 jwlata, a) — 5 wila'a,[a'a,a]] + ..., (3.36)
pero sabemos que [afa,a] = —a, asf que
ciHt/h o o —iHt/h a — iwoa + Q'woa + ..
= qe ™0l (3.37)
ademas analogamente para el operador de creacién af
eth/haTefth/h — aTeint’ (338)

entonces (3.34) queda como

A(t) = Day(ae ™" +ale™" + a(t) + a(t)))D,)
= (a—ag)e ™" + (a' — a)e™ + a(t) + at)*
= ae ™' + gle™ot 4 (a(t) + at)* — age” 0 — agei“0t> Is. (3.39)
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Los términos proporcionales al operador identidad de sistema (3.39) no contribuyen a la
ecuacién (3.33), ya que [Is, p]=0, por lo que (3.33) queda como

i 1
W = w
X (B(t/)TB(O)>+h.c.>dt’. (3.40)

/ ([ae—mot + aleot, (ae—iwo(t—t’) +aTeiw0(t—t’))ﬁt]
0

Como los conmutadores son bilineales, se tiene que

d _ 1 > —~ 1 —2iwot iwot’ — 1 _—iwot AP
Co = g [ ({laple e 4 [a,alple ™ + (ol apjes
0

+ [af, ant]e%wote—iwot’}(B(t')TB(()» + h.c.)dt’. (3.41)

Aproximacién Secular

A la expresion (3.41) la simplificaremos un poco mas. Al tiempo intrinseco del sistema 75
lo vamos a tomar proporcional al max{|w — &'|™! : w,w’ € {Fwo},w # w'}, de esta manera
si este tiempo es muy grande en comparacion al tiempo de correlacion del reservorio 7¢ y al
tiempo de relajacién 7, es decir, al tiempo que le toma al estado reducido del sistema S en
cambiar de manera apreciable; entonces los términos no seculares, i.e. los términos tales que
w # W', podran ser ignorados ya que oscilan demasiado rapido; en otras palabras, vamos a
eliminar los términos que estén acompanados de exponenciales con frecuencias +2wy. Con
esto, la ecuacién (3.41) se reduce a

d 1 [ " N ,
o= 0 ([a,aTﬁt]e_wot +[aT,aﬁt]eWOt}<B(t)TB(O))+h.c.>dt. (3.42)
0

Una vez realizada la aproximacion secular, abreviaremos més la ecuacién (3.42) introducien-
do la transformada de Fourier de la funcién de correlacién del bafio 7(¢') sobre el intervalo
[0,00)

MNw) := /OOO e~ (t))dt'. (3.43)

De esta manera, la ecuacién (3.14) queda como

S = s (lahpuall ) + fogi, /)T (—0)
+ [af,pta]r(wo)w[a,ﬁtaqr(—wo)*)dt'. (3.44)

Podemos observar que I'(w)* es la transformacién de Fourier de r(t') sobre (—o0,0). En
efecto, como se tiene que

Mw) = / el ()t (3.45)
0

por la observacién 11 sabemos que r(t')* = r(—t'), asi que

F(w)* = / et r(—t')*dt, (3.46)
0
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luego si se hace el cambio t' — —t', obtenemos

D(w)* = / i e () dt. (3.47)

—00

Ahora bien, si a I'(w) la descomponemos de la forma

Nw) = %’y(w)+i5(w) (3.48)
podemos dejar a (3.44) como
d_ _ 1 - f = 1 _ .
o = 57@)(laprsa) + ol pua)) + 5v(=w) ([an, ') + [a, pua])

+ i @) (la'p 0] — ol pua]) + S(=w) ([aps al] — [a, pual]) . (3.49)

Generador infinitesimal

Ahora si desarrollamos los conmutadores de la expresion (3.49), se tendra que

iﬁt = v(w) (@Tﬁta - %{@aTa ﬁt}> +7(—w) (aﬁtGT - %{GT% ﬁt}>

di
+ —i{S(w)[aaT, 5]+ S(—w)[ata, ﬁt]}. (3.50)

Recordemos que se cumple la identidad [a, a'] = aa’ — a’a = I, de esta manera

%,Ot _ {W(W) <aTﬁta _ %{aaT, ﬁt}) + y(—w) <aﬁtaT - %{a*a, ﬁt}>}

z‘(S(w) + S(—w)) lata, 7). (3.51)

definiremos A := S(w) + S(—w), entonces

Co = () (a'pa— g aat p}) +v(-w)(apal 3 {aa.p})
— iAla'a, py, . (3.52)

De esta tltima expresién definimos al operador de Lindblad £ bajo el cuadro de interaccion,
que actua sobre £ (Hs) como

L(p) == D7) — il6H, 7, (3.53)

donde los operadores D y § H son respectivamente

D(p:) = ~(w) (aTﬁtG - %{CLCLT, ﬁt}) +7(—w) <amaT — %{a*a, ﬁt}> (3.54)
§H(p,) = Ad'ap, (3.55)

a (3.54) se le conoce como el operador de disipacién y a (3.55) como el operador Hamiltoniano
de Lamb Shift [6]. Luego de manera abreviada (3.52) se expresa como

d

20 =L(pr). (3.56)
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De esta manera, el operador £ es un generador infinitesimal para el Cy-semigrupo (A;)>o,
dado por

pr = ]\t, Po) (3.57)
= e“(py) (3.58)
bajo el dominio denso [1]
A ) - N(p)—p
D(L) == {p € i(Hs) : 3s — lim f} (3.59)

Semigrupo en el cuadro de Schrodinger

Recordemos que nos encontramos bajo el cuadro de interacciéon, asi que si deseamos
obtener al operador densidad (1.57) bajo el cuadro de Schrodinger, basta que observemos el
mapeo p; = Us(p;) = U ' piUs < pr = U (pr) = UpU; Y, ast que el operador densidad bajo
el cuadro de Schrodinger se expresa como

p = Uo /_\t)(Po) (3.60)
= U oe)(py). (3.61)

Entonces definiremos el semigrupo para el cuadro de Schrodinger como (A; :=U; ' o A;);>0.

Semigrupo en el cuadro de Heisenberg

Ademas podemos definir al semigrupo para el cuadro de Heisenberg por medio de la la
funcién traza. Tomemos un observable O € %(Hs), si calculamos su valor esperado a través
del tiempo, se tendra que

(O()) = Trs(OA(po))
= Trs (O 0 c“)(p0))
— Trs (OUtetE(pg)Ut_1>
— Trg (Ut—loUtetf(pO)>
= Tus (U(O)e"“(p0)). (3.62)

Si aplicamos la forma de serie del operador exponencial e'£ junto a la propiedad ciclica de
la traza, es directo obtener que

Trs (ut(O)etf(pO)) ~ Trg ((etf* oL{t(O))p()), (3.63)

donde L£* es el operador de Lindblad dual sobre %(Hs) que se define gracias a £ y a la
propiedad ciclica de la traza, el cual tiene la forma

L(0) = ~(wo) (aOaJr — {ad’, O}) + v(—wo) (aTOa —{d'a, O})

+ iAla'a, O). (3.64)
Entonces de (3.62) con (3.63) resulta que
O) = Trs (( oU(O))) (3.65)

Por lo cual, el semigrupo dual para los observables es de la forma (A} := " o Uy)>o.
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3.1.2. Calculo de las Tasas y(w) y S(w)

Ahora nos encargaremos de obtener una forma explicita para las tasas de disipacién v(w)
y de Lamb Shift S(w). Lo que haremos sera ocupar la expresién (3.48). Recordemos que la
funcién de correlacién tiene la forma r(t) = Trr(oB(t')B(t' —t)) y que B = Y., kbl + kb,
Este 1ltimo operador en el cuadro de interaccién queda como

= kbl + kibe ™, (3.66)
ieJ
de esta manera, la funcién de correlacién es

Z k?*k?* iw;t! zw](t TI‘ (QbTbT) +k; k’ e zwlt —iw; (¥’ —t) TTR(Qbibj>

i,j€J

+ kik]*-e_iwit,eiwj(t/_t) Trr(0blb;) + ket g7 = TI"R(Qbib}L-) (3.67)

El primer término de la serie se desvanece, ya que dada una base {®|n;) = |n1,na, ...) fn,eng ien
sobre Hr, se tendra

Trr (ngbT> = Z (ny,na, ...|gb3b}|n1,n2, ) (3.68)
n1,n2,...€Ng
recordemos que de (1.8) el operador densidad del ambiente o tiene la forma
0= H e—hwjb;bi/KBT<1 . efhwj/KBT%
jed

asi que remplazando esto en (3.68)

Trr (ijb}) = Z (nl\e_hwlbibl/KBT(l — e /KB )
n1ENp
37 (nglehetbIKET (1 e R KaTypl ) (3.69)
n; €ENg
3 (nyle it/ KaT (1 e~hei KeTyplp )
TLjENo

Todas las sumas que no van acompanadas de los operadores bj y b;r- son iguales a 1, ya que
corresponden a las trazas de los estados para el [—ésimo oscilador del ambiente. Mientras que
las que estan acompanadas de los operadores de creacién son iguales a 0 (al aplicar dichos
operadores, queda el producto interno de vectores ortogonales). El célculo es andlogo para
la traza Trg (prbib;j). Por lo tanto,

Trg (gbjbj) —0="Tig <Qbibj> (3.70)

para todo i,j € J. Sin embargo, el célculo para el tercer (el cuarto resp.) término estard
dividido en dos partes, uno para i # j e i = j. En el primer caso vamos a tener que

Ter(oblb;) = > (nyle mabtin/KeT (1 — e~her/KaTyjp )
n1€Np
37 (nle Mt KeT (1 et/ Ke Tty (3.71)
n; €Ng
N (nyle bt KBT (1 — s/ KTy 1 )
anNo
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pero al igual que el primer y segundo término en (3.67), esta traza se desvanece por con-
secuencia de aplicar b y b; sobre los estados |n;) v |n;), quedando nuevamente el producto
interno de vectores ortogonales. Por otro lado, para el caso ¢ = j

Trr(oblb;) = Z (nl\e’hwlbibl/KBT(l — e M /KBTY )
n1€Ng
37 (nle Mt KaT (1 et/ KaTplp ). (3.72)
n;ENg

aunque recordemos que blb;|n;) = n;|n;), por lo cual

Trr(obfb) = Y (ngle ™tib/KaT (] — e=hi/KaTyp ), (3.73)
n; ENg
ademdas como e~™ib[bi/KnT|n ) = e=mhwi/KeT|p) entonces
Trr (bl b;) Z nge M/ KT (] _ o=hei/KpTy (3.74)

n;ENg
Ahora bien, esta serie la podemos calcular notando que dada la serie geométrica
e <, (3.75)
= 1—2z
n€ENg
si esta es derivada con respecto a x nos queda

> na"t = ; (3.76)

neN 1 N Q?)
y ademas si la amplificamos por x, resulta que
3.77
n€eNg

hn;w; /KT

el cual es exactamente la forma de (3.75) al evaluar x en e~ , por lo tanto

e—fmiwi/KBT

Trr (oblbi) = (3.78)

1 _ e*hniwi/KBT'

A esta traza la denotaremos por n(w;, T), ya que depende exclusivamente de la frecuencia
de dicho oscilador y de la temperatura del ambiente. Analogamente para el cuarto término
n (3.67), tendremos

Trr(obib)) = a(w;,T)+ 1. (3.79)

Por lo tanto, la funcién de correlacién r(t) queda como

r(t) = Z\k e (w;, T) + |ki?e™i (A(w;, T) + 1). (3.80)
1€
El siguiente paso serd introducir la densidad espectral [21]
= |k — wi), (3.81)

ieJ
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que nos permite convertir a (3.80) en una integral con respecto a las frecuencias w del bano

r(t) = /R J(w’)(e_iw’tﬁ(w’,T)+eiw't(ﬁ(w’,T)+1)>dw’, (3.82)

ademads si dichas oscilaciones ocurren con una densidad de estados g(w) tal que g(w’)dw’
represente el nimero de oscilaciones con frecuencia entre w’ + dw' [7], la integral (3.82) se
convierte en

/

rt) = /R GNP (e 0, T) + e (0. T) + 1)), (3.89)

asi la funcién I'(w) se transforma en

/+°°/ “lg (W) k(W) ( —hn (W’,T)+6i“'t(ﬁ(W’,T)+1))dw’dt, (3.84)

ahora reagrupando la parte temporal de la integral, nos queda

Mw) = /R o) k() (A, T) /0 T it gy
+o0
+ (AW, T)+1) /0 e—“w—w’ﬁdt}dw’. (3.85)

Las tinicas componentes dependientes del tiempo son los exponenciales, por lo cual podemos
aplicar la identidad [7]

—+00 ) P
/ e "dt = o (u) —i— (3.86)
0 u

donde P es el valor principal de Cauchy [15] y u € {w £ : w € {fwy}}. Asi que aplicando
(3.86) en (3.85)

MNw) = 7rg(—w)\k;(—w)|2n(—w,T)—Z'P/an(w',T)dw' (3.87)

w+ W

+ 7g(w) k(W) (A(w,T) +1) — z'P/ M(ﬁ(w’,T) +1)dw'.

R w—w

Ahora bien, como dijimos en un comienzo, para calcular v(w) y S(w), ocuparemos la iden-

tidad (3.48), es decir,
Y(w) =T(w) 4+ T'(w)* (3.88)

1

o (F(w) - F(w)*’), (3.89)

por lo cual, la tasa de disipacién v(w) queda como

1(w) = 21 g~k ()P0, T) + g)k(w) P, T) + 1), (3.90)

y la tasa que acompana al Hamiltoniano de Lamb-Shift

S(w) =

S(w) :P/R—g(w/”k(w/)F(ﬁ( )+ 1)dw! p/R—9(”/)%(“/”27—1@'1)@' (3.91)

w —w w+ W

Asi que si necesitamos calcular estas tasas, basta con que tengamos una densidad de estados
g(w) del nimero de frecuencias de los osciladores del ambiente.
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3.2. Solucién para los operadores a, a' y N

Ahora que conocemos la forma de nuestro semigrupo A} para nuestro sistema de interés.
Lo siguiente serd obtener expresiones para los operadores de creacion, aniquilacion y niimero
a través del tiempo. Para eso estudiaremos el comportamiento del semigrupo sobre el opera-
dor de desplazamiento, ya que nos servird como generador de la dindmica del operador a'”a”
para todo 7, k € Ny.

3.2.1. Evolucion de D. en el cuadro de interaccion

Al aplicar el semigrupo dual bajo el cuadro de interaccién A al operador D., esperaremos
que este nos entregue un nuevo operador desplazamiento acompanado de una fase. Es por
eso que introducimos dos funciones diferenciables h, z : [0, 00) — C tales que

R(D.) = h(t)Do, 2(0) =2, h(0) =1. (3.92)
Como el semigrupo dual satisface la ecuacién diferencial [17][23]

d A x o 23 A x
%At (Dz) - (E © At)(,Dz)a (393>

entonces al remplazar (3.92) en (3.93) vamos a obtener por el lado derecho

(L0 A)(D:) = h(t)L (D)

1

— §aTaDz(t) — Dz(t)aTa) + iAh(t)(aTaDz(t) - Dz(t)aTa), (394)

donde 74 := 7y(£wp) son las tasas de absorcién y disipacién respectivamente. Ahora bien,

ocupando las propiedades Di(t)Dz(t) =lsy Dz(t)aDz_é) = a — z(t) sobre (3.94), nos queda

(50 R)(D.) = Aty (ala! — =()) ~ Jaa’ ~ J(a— =(0)(al — =())) Dy

+ h(t)y-(al(a — =(1)) — ga'a— (' — =(0))(a— =(1)) ) Dy
NG (aTa ~(a" = 2(t)")(a - z(t)))Dz(t), (3.95)

luego reagrupando

(£ o R)(D:) = hw)(t) (38 = 30 = 1) )aDuy

£ R(0)=0) (i + 5 (e — 7)) Dy

, 1
— BOEOP(IA+ 504 + 7)) Do (3.96)
En cuanto al lado izquierdo de (3.93)

d -, . d
SR(D.) = h(t)Dugy + h{t) D0, (3.97)
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recordemos que la derivada temporal de D, la calculamos en (2.27), asi que remplazando
dicha expresion para un desplazamiento z(t) en (3.97)

(D) = (h(t) + 50" 2(1) — 20)2(0)) ) Dugy + 2(0a"Dugy — (1)°aDgy,  (3.98)

dt 2
asi que al igualar las expresiones (3.96) y (3.98) obtenemos las ecuaciones diferenciales
: 1
ht) = =50 (0 +7-) (3.99)
. 1 .
A = 2(b) (5(7+ ) ZA)). (3.100)

La solucién de la ecuacién diferencial (3.100) es directa por el método de separaciéon de
variable:

2(t) = ez ()i (3.101)

asi que al remplazar esta solucién en (3.103) se obtiene

h(t) = exp {% (%) (1 - em—%ﬁ) } (3.102)

Por lo tanto, la evolucién del operador desplazamiento (3.97) viene dada por

2

3.2.2. Aj(D,) como generador de at’al en el tiempo

Si al operador de evolucién se le ve como una funciéon parametrizada en el tiempo bajo
un dominio de dos variables en C?, donde la primera componente es z(t) y la segunda z(t)*.
De acuerdo a la proposicion 10, es posible derivarlo parcialmente con respecto a z o z* como
sigue:

%Dz _ (aT _ %*)pz (3.104)
%Dz = (Z-a)p., (3.105)
evaluando en el origen del plano complejo se tendra que
aﬁ o= (3.106)
% = (3.107)

es decir, es posible obtener los operadores de creacion y destruccion a través del operador
desplazamiento. Ahora bien, si derivamos con respecto a z* a la expresién (3.104) y evaluamos
nuevamente en el origen, resultara que

0? 1 ;

=5 D:| = —(5l+ala). (3.108)
Por lo tanto, también es posible obtener al operador niimero N =dla por medio del operador
desplazamiento. Ahora ocuparemos esta propiedad para calcular la evoluciéon temporal de
los operadores a, af y N , de acuerdo a este sistema forzado y abierto, aunque en principio
podemos ser capaz de calcular la evoluciéon de todos los operadores {awal}jyleNO por medio
de este método.
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Operador de aniquilacion y creacién

Ahora estudiemos la evolucién del operador de aniquilacion a sobre el cuadro de Heisen-
berg. Recordemos que el semigrupo dual sobre este cuadro viene dado por A} = A} oU;, asi
que primero apliquemos U; sobre a:

Z;lt(a) = Ut_lCLUt
iHt/hy—1 —iHt/hy—1
= Dqe g Da(t)aDa(t)e ' Dy,
— Daoeth/h(a+Oz(t))efth/hnD;Dl

— Dao(ae_iwot + Oz(if))D;()1

= ae ™o 4 (a(t) - aoe_iw°t> L (3.109)

Ahora aplicamos A} a (3.113)
(Arolh)(a) = AX(a)e ™t + (a(t) - aoe—iwot)xz(ﬂ), (3.110)
pero es directo que AF(I) = I. Con respecto a Af(a), aplicaremos el semigrupo A} a la

igualdad (3.111) como sigue

A * A * a
At (G) = _At (%Dz

:0>, (3.111)

ocuparemos el hecho de que

A x 8 _ a A x
A (51}2) = o M(Dy), (3.112)

ya que el semigrupo es una funcién continua [17], asi que

A * a A *

At (a) = _8Z*At (Dz)
Ahora bien, como sabemos que A¥(D,) tiene la forma (3.107), solo tenemos que derivar dicha
expresion con respecto a z* y luego evaluar en el origen del plano complejo. Asi que

J - ,
5 *Af(Dz) = e+t 2 ity (3.114)
z z=0

ahora remplazando en (3.114), obtendremos la evolucién a(t) del operador de aniquilacién
en el tiempo:

(3.113)

z:D.

a(t) = aes (Mgt (a(t) - aoe_iw°t>1[, (3.115)
donde wj = A + w. Por lo tanto, el valor esperado de a(t) serd
(a(t)) = (a>e%(”_7*)te_iw6t + (a(t) — aoe_wot). (3.116)
Analogamente se tendra que la evolucién para el operador de creacién serd
a'(t) = alez O+ =71-)bgient 4 (a(t)* - agei”°t>]l, (3.117)
por lo cual, su valor esperado es

(') = <aT>e%<V+—%>teiw6t+(a(t)*—ageiwot). (3.118)



Operador niimero

Vamos a proceder de igual manera que para el caso anterior. Primero calcularemos al
operador N en el cuadro de Heisenberg;:

U(N) = U 'dfal,. (3.119)

pero recordemos que U,U; ' =1y por (3.113)

U(N) = U ' UU al,
= ala+adl <a(t)ei“°t - 040) + a(&(t)*e’mt — aS)
+  a(t) — age ™I (3.120)

Entonces aplicar el semigrupo sobre N queda como

~

AS(N) = Ar(ata) + Ax(al) (a(t)ei‘”ot . a0> + Ax(a) (oz(t)*e’i‘”ot - ag)
+ Ja(t) — ape ™oL (3.121)

Si aplicamos A} a la igualdad (3.112), tendremos que

2
Af(ala) = — (1}1 + 0_]\*(732)

2 0270z ¢ z=0> ’ (3.122)

donde la segunda expresion se obtiene facilmente de (3.107)

2
0° < — %(M) (1 — e(ww-)t) _ e(v+v-)t(%ﬂ + aTa>, (3.123)
z=0

02*0z A (D:)

Y+ — V-

asi (3.127) queda como

Af(ata) = e+ )afa — <%7_+7 ) (1 - e(W*V—)t). (3.124)

Con esto A;(N ) queda como
N(t) = alae+ )t 4 qf (oz(t)ei“(@t — aoemt)e(%*v—)t/z

+ a(o&(t>*6_iw6t o ase—iAt)e(ﬁH—ﬂ/,)t/Q

+ {jalt) — age ot — | (1 - em—%”) I, (3.125)
T+ =

por lo tanto, su valor esperado es
(N(t)) = <aTa>e(v+ﬂ_)t + <aT> (a(t)eiw{)t o aoeiAt> e —-)t/2

+ <a> <a<t)*e—iw(’)t o ase—iAt) e('y+—'y,)t/2

+ {|a(t) — age o2 (ﬁ) (1 - em—%)t) } (3.126)
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Figura 3.1: La linea segmentada roja corresponde a una tasa de disipacion alta en compara-
cion a la frecuencia de oscilacion del sistema de estudio; el numero de excitaciones decrece
rapidamente en el tiempo. Mientras que la linea negra corresponde a una baja tasa de disi-
pacion; el numero de excitaciones se mantiene practicamente igual al del inicio.

Si nos detenemos a observar el comportamiento del niimero de excitaciones bajo este
sistema, vamos a tener en grandes rasgos dos casos; sin y con un forzamiento externo pe-
riddico, es decir, A = 0y A > 0 respectivamente. Bajo el primer caso, es posible subdividirlo
nuevamente en dos nuevos casos; uno en el que tenemos un amortiguamiento fuerte y débil
del ambiente al sistema, i.e., 7 > wy v 7- < wy respectivamente. [lustrando este caso bajo
un estado inicial con n excitaciones, es decir, pg = |n)(n| y con una tasa de absorcién muy
por debajo de la tasa de disipacion, es decir, 0 < v, < 7v_; como es de esperar, el decreci-
miento sera rapido en el tiempo, liberando todas las excitaciones al ambiente, mientras que
en el segundo subcaso, como es de esperar, dichas excitaciones se mantienen practicamente
constantes bajo la misma cantidad de tiempo. Este comportamiento puede ser observado en
la Figura 3.1.

Ahora bien, para el caso en el que el forzamiento se hace presente, vamos a subdividir
este en cuatro casos, el primero y segundo constaran de frecuencias en resonancia, aunque
la amplitud del forzamiento sera fuerte y débil respectivamente en comparacion a la tasa
de disipacion, en otras palabras, {2 = wy con 7_ < A o y7_ > A. Mientras que el tercero y
cuarto serd similar a los dos anteriores, solo que nos encontraremos fuera de resonancia, es
decir, €2 > wy con v <€ A o v_ > A. En los dos primeros notamos que el comportamiento
es el mismo, es decir, el sistema absorbe energia sin mayores problema, aunque el primer caso
es mucho mas efectivo dicho forzamiento, ya que el numero de excitaciones es mayor bajo el
mismo tiempo. Por otro lado, para el tercer y cuarto subcaso, se tendra en un principio un
crecimiento en el nimero de excitaciones, para luego alcanzar un cuasi-equilibro, es decir,
este oscilara bajo un punto de equilibrio, sin embargo, la diferencia entre estos es que el
tercero tendra un punto de equilibro mayor al cuarto. Para una mayor ilustracién de estos,
observar las Figuras 3.2 a) y b) respectivamente.
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Figura 3.2: En la figura a) nos encontramos bajo el caso resonante. El nimero de excitacio-
nes es creciente a lo largo del tiempo, solo que la curva segmentada roja es mas lenta. En
cambio, en la Figura b) las curvas oscilan; obteniendo un crecimiento y decrecimiento de
tales excitaciones del sistema

Cota sobre el valor esperado de N(t)

Ahora bien, si nos detenemos a observar el valor esperado en el tiempo del operador N (1),
para la condicién inicial pg = |n)(n| y suponiendo que la tasa de disipacién es mayor a la
de absorcidn, i.e., 74 < v_. Es posible obtener una cota, por medio de la desigualdad (2.58)
para la funcion de desplazamiento obtenida en el capitulo 2. En efecto, notemos primero que
{a) = 0 = (a'), por causa de la condicién inicial, entonces

(N < aTa) e +a(t)]® + (—% ) 1= e (3.127)
Y +
notemos que e+~7-)¢ < 1 para todo t € R, asi que

\ CLTG, (0% 2 ,y——i_ . .
(NN < [{a'a)| + |a(t)] +2<7__%> (3.128)

En este caso, vamos a tener que (a'a) = n, es decir, es el nimero inicial de excitaciones del
sistema, por lo que

[(N(@)] < n+ |a(t)|2+2<7—+>. (3.129)

Y-~ 7+

Por lo tanto, mientras la funcién de desplazamiento «(t) se encuentre acotada, el nimero de
excitaciones lo estard. Pero si nos vamos al caso en resonancia, vamos a tener que

lim [(N(t))| < n+ |apn(t)? +2(7—+>, (3.130)
Q—wo V- — T+

A

por lo cual, se tendra que (N(t)) crece sin problemas a través del tiempo, aunque a medida
que la tasa de disipacion aumente, dicho crecimiento es mucho mas lento; esta situacion se
logra apreciar en la Figura 3.2, al comparar la curva de linea segmentada roja con la curva
negra.
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Conclusion

Del trabajo realizado en estos capitulos, es posible extraer bastante informacién en cuanto
a la resolucién de las ecuaciones diferenciales involucradas, de las propias soluciones y de la
informacion fisica involucrada. En cuanto al capitulo 2:

= Primero hay que hacer notar que el método algebraico para resolver la ecuacion de
Schrodinger por medio del operador desplazamiento, para un oscilador armoénico bajo
un control externo, a sido bastante adecuado. Ya que ha sido posible solucionar dicha
ecuaciéon para cualquier forzamiento proporcional a los operadores de aniquilacién y
creacion; reduciendo el problema a resolver el sistema de dos ecuaciones diferenciales
acopladas, impuesta a la funcién de desplazamiento.

s Una vez definido los términos asociados al forzamiento. Notamos que las condiciones
iniciales del sistema estan intimamente relacionadas a las condiciones iniciales de la
funcién de desplazamiento.

= A pesar de trabajar con un Hamiltoniano peridédico, no es posible obtener siempre una
representacion de Floquet, por lo cual el teorema de Floquet bajo nuestro sistema, no
precisa ser la mejor herramienta para estudiar su dindmica. Aunque hemos encontrado
condiciones suficientes para que tal representacion exista; y estas vienen dadas por la
periodicidad de la funcién de desplazamiento.

= Juntando los dos puntos anteriores, la existencia de la representacion de Floquet estara
ligada a las condiciones iniciales del sistema, ya que solo bajo ciertos casos podremos
obtener una curva de desplazamiento periddica en el tiempo.

= En el caso para el cual el sistema se encuentre inicialmente con una cantidad arbitraria
de excitaciones, el forzamiento bajo resonancia funciona bastante bien, ya que tal
nimero de excitaciones aumenta en el tiempo, aunque esto no nos dice realmente que
tan efectivo serd dicho forzamiento; de la informacién extraido del capitulo 3, se podra
realizar una conclusiéon més determinante.

= Bajo el caso sin resonancia, es posible acotar la imagen de la funciéon de desplazamien-
to a lo largo del tiempo. Esto lo traducimos en una cota superior en el niimero de
excitaciones.

= Fn el caso resonante, este conjunto que acota a la imagen de la funcién desplazamiento
se agranda hasta alcanzar al plano complejo C, por lo cual, el nimero de excitaciones
no cesaria en el tiempo.

» Cuando trabajamos al operador de evolucion en frecuencias del forzamiento racional-
mente proporcionales a la frecuencia natural. Podemos dejar a la funcién desplaza-
miento como una funcion peridédica, por lo cual, es posible obtener una representacion
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de Floquet. Con esto podemos estudiar de manera indirecta la energia del sistema, por
medio de las cuasi-energias del Hamiltoniano de Floquet; ademas estas nos dicen que
ya sea en resonancia o en un aumento de la amplitud del forzamiento, aumentaran,
alejandose de la energia inicial del sistema.

En sintesis, bajo un sistema cerrado junto a un control externo. El forzamiento se muestra
bastante eficiente a la hora de querer mantener o aumentar las excitaciones iniciales, lo
cual implica un aumento en la energia del sistema. Esto de antemano, nos dice que cuando
abramos el sistema a un ambiente que absorba su energia, este control periédico deberia
ser en principio bastante efectivo. Ahora obtengamos las conclusiones del capitulo 3, para
determinar realmente la eficiencia de este control:

= El tener un Hamiltoniano dependiente del tiempo no fue un impedimento para obtener
un generador infinitesimal para el semigrupo.

» Gracias a la obtencién de una forma explicita para el operador desplazamiento a medida
que transcurre el tiempo en este sistema abierto, es decir, a la hora de aplicar el
semigrupo a dicho operador. Es posible obtener formas explicitas para los operadores
de creacion, aniquilaciéon y nimero en el cuadro de Heisenberg.

= De acuerdo a lo anterior, el operador de desplazamiento nos permitio estudiar la dinami-
ca de las excitaciones del sistema abierto.

= Para el caso en resonancia, podemos notar que a pesar de que la tasa de disipacion sea
superior a la amplitud del forzamiento, es posible aumentar el nimero de excitaciones,
aunque mucho mas lento en el tiempo, a diferencia de una amplitud superior a la tasa
de disipacion.

= Para el caso fuera de resonancia, es posible aumentar el numero de excitaciones en un
cierto periodo de tiempo, pero también existira un posterior. Ademas dichos aumentos
y reducciones de las excitaciones seran mas bruscas en el tiempo, para el caso en el
que la amplitud del forzamiento es mucho mayor a la tasa de disipacién.

= Bajo este mismo caso sin resonancia, es posible obtener una cota superior para todo
tiempo, con respecto a nimero maximo de excitaciones que puede llegar a tener el
sistema.

= Independiente del forzamiento que vayamos a desear aplicar al sistema, no es posible
controlar la tasa de disipacién. Por lo cual, queda trabajo en cuanto a que otro tipo
de forzamientos serian posible realizar tal hazana. En otras palabras, no basta con un
forzamiento proporcional a los operadores de creacién y aniquilacién en el operador
Hamiltoniano, para poder controlar que tanta informacion se podra liberar al ambiente.

En conclusién, podemos estar seguro que bajo el forzamiento tratado, es posible controlar
suficientemente bien al sistema, a pesar de encontrarnos bajo una disipacion constante al
bano térmico. Ya que si las frecuencias del forzamiento y la natural del sistema se encuentran
en resonancia, podemos igualar o aumentar las excitaciones. Por otro lado, hay que tener
bastante cuidado a la hora de querer aplicar el teorema de Floquet, por lo cual, hay que
procurar estudiar de antemano el espacio de Hilbert asociado al sistema de interés. Ademas
aunque no pueda ser aplicado dicho teorema, no implica que no podamos obtener tal repre-
sentacion.
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En cuanto a preguntas abiertas, nos queda saber bajo que forzamientos, es posible obtener
un control sobre la tasa de disipacién; una posible respuesta podria ser encontrada agregando
términos periédicos proporcionales a a'a, aa', a’a® o a aTzcﬁz, aunque existe la posibilidad
de que tengan que ser de orden superior. Por otro lado, cabe saber cuales son las condiciones
necesarias y suficientes para que la representacion de Floquet exista en espacios de Hilbert
separables de dimensién infinita.
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